ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI 5C
PRzZYKEAD A. Liczbe A = v/4.012+ 3.022 mozna przyblizy¢ przez v42+ 32 = 5 ~ A.
Mozna tez inaczej:

Niech f(z,y) = /22 + y?. Wartos¢ A = f(4.01,3.02) mozna przyblizy¢ z réwnania
plaszezyzny stycznej do f w punkcie (4, 3), tzn.

Obliczamy f%(4,3) = 2\/37;?\(473) =08, f/(4,3) = 2\/%|(4,3) = 0.6 i réwnanie

plaszczyzny stycznej: z2=54+0.8-(x—4)4+0.6-(y—3).
Dalej traktujemy prawa strone jako wzér funkcji z = z(z,y), skad mamy:
A= 2(4.01,3.02) =5+0.8-(4.01 —4) + 0.6 - (3.02 —3) =5.02 .
Zadna z tych dwéch odpowiedzi nie jest satysfakcjonujaca, bo NIC nie powiedzielismy

jak duzy blad moze skrywaé sie pod wezykiem (=). Wyniknie to z ponizszego

Tw. (Taylora, rzedu 2) Niech f: D — IR bedzie klasy C? w obszarze zawierajacym
odcinek (xg,y0)(z,y) € IR?. Wtedy istnieje punkt (&,9) tego odcinka taki, ze

flay) = f(@o,90) + fr(x0,90) - (x — x0) + fy(20,90) - (¥ — yo) + Ra,

gdzie Ry = 5 (f1(2,9) (x—20)® + 2f}/.(2,9) (v —20) - (y—y0) + [y, (%, 9) (y—10)*) -

PRZYKEAD A. €.D. Zauwazmy:
f(4.01,3.02) = f(4,3)+f(4,3)-(4.01-4)+ f, (4,3)-(3.02-3)+ Ry, czyli A = 5.02+ Ry,
Zatem informacja o bledzie kryje sie w Ry, bo |A —5.02| = |Ra| = |blad|.
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Zatem owe przyblizenie plaszcz. styczna daje A ~ 5.02 z bledem mniejszym od 1074,
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PYTANIA KONTROLNE.
(i) Czym jest Az (z rysunku) w sformulowaniu twierdzenia?
(i) Jakiego koloru jest odcinek o dlugosci Ro?



Tw. (Taylora, rzedu 3) Niech f: D — IR bedzie klasy C*** w obszarze zawierajacym
odcinek (z9,y0)(z,y) C IR*. Wtedy istnieje punkt (Z,7) tego odcinka taki, ze

f(@,y) = f(zo,y0) + fo Az + f Ay + 5 (fin Az® + 2y, AzAy + fy, Ay?) + Ry,
gdzie Ax = ...... , Ay = ... i
Rgzi( mOATS+ L AP Ay + L f AxAy A )

TTT yre yyx yyy

gdzie pochodne czastkowe rzedu trzeciego sg liczone w (&, §), a pozostale w (zq, yo).
DowOD. (szkic)
Okreslamy funkcje JEDNEJ zmiennej F(t) = f(xo+1t- Az, yo+t-Ay), dlat € [0,1].
Z tw. Taylora dla funkcji jednej zmiennej wynika istnienie £ € (0,1) takiego, ze
F(1) = F(0)+ F'(0) - (1= 0) 4 57 - F(0) - (1 = 0)* 4 5 - F(£) - (1= 0)%, (¥)
czyli
F(1) = F(0) + F'(0) + 5 - F"(0) + 5 - F""(#).

Dalej wystarczy wyznaczyé (z reguly ............ ) wartosci pochodnych:
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Wstawiajac powyzsze do wzoru (*) i przyjmujac & = o+ ... ‘Az, § = ... + .. - oo,

mamy teze. O



Tw. (Taylora, rzedun) Niech f: D — IR bedzie klasy C*** w obszarze zawierajacym
odcinek (z9,y0)(z,y) C R*. Wtedy istnieje punkt (Z,7) tego odcinka taki, ze

n k X
flay) = f(@o,90) + Z (kll ' Z (f) % (y —yo)'(z — xo)ki>,
k=1 ’

=0

gdzie pochodne czastkowe rzedu n sa liczone w (, §), a pozostate w (zo, yo)-

UWAGA. Prawa strona wzoru, pomijajac skladniki przy k& = n, jest wielomianem
zmiennych z i y; nazwijmy go w(z,y). Jest to wielomian stopnia ...... . Ma on wiele
wspélnego z funkcja, f w punkcie (zg,yo). CO ma wspdlne?

OppP. Wspdlne sa: warto$¢ i wartosci wszystkich pochodnych czastkowych rzedu
<n—1 (w punkcie (g, y0)).
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wamy szeregiem Taylora funkcji f w punkcie (xg,yg). Oczywiscie ma on sens jedynie

dla funkcji, ktéra ma pochodne czastkowe wszystkich rzedow.

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, mozna pytacé:
— Kiedy szereg Taylora jest zbiezny? (dla jakich punktéw (z,y)?)
— Jesli jest zbiezny dla pewnego (z,y), to czy jego suma jest réwna f(z,y)?
— Jesli jest zbiezny dla pewnego (z,y), to ’jak szybko’ jest zbiezny?
Pomijamy tu ta tematyke.
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Tw. (wzér Taylora; ogélnie) Niech p = (z1,...,Zm), p = (T1,...,Tm)EDCIR™.
Niech f: D — IR bedzie klasy C™ w otoczeniu odcinka pp C D C IR™.
Wtedy istnieje punkt p = (&1, ...,2,) tego odcinka taki, ze

n k
=+ (5 8 g em) e ),

=N <Gy i <m
gdzie pochodne czastkowe rzedu n (najwyzsze) sa liczone w p = (&1,...,&m), & po-
zostale w p = (Z1, ..., Zm).

PYTANIA KONTROLNE. Poréwnaj ogélne sformutowanie z poprzednimi:
(i) Co tu jest odpowiednikiem punktu (xg,yo)? A punktu (z,y)? A punktu (z,9)?
(ii) Gdzie tu jest ’schowana’ tzw. reszta R, ?
(iii) Dlaczego tu nie ma nigdzie symbolu Newtona?



