ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 6

DEF. Niech f: D — R ipg e D CR™. Méwimy, ze

f osiaga (ma) w pg lokalne maksimum, gdy 3 v f(p) < f(po),
>0 llp—poll<s
peED
f osiaga (ma) w pg lokalne minimum, gdy 3 v fp) > f(po)-
6>0 Ilp—poll<s
peD
Jesli w powyzszym dla p # pg zachodzi nieréwnosé ostra, to méwimy, ze f ma w pq

lokalne ekstremum wtasciwe.

UWAGA. Przy TEJ definicji funkcja f : R* — IR, f(z,y) = 2 ma w py = (1,4)
zaréwno maksimum lokalne, jak i minimum lokalne!

3—|z| egdy (x,y)#(0,0)

PrzYKLAD 0. Funkcja f(x,y) = { » gdy  (z,y) = (0,0)

dla p =1 ma w (0,0) lokalne ...... , (Jakie wziaé¢ & w definicji? Odp. 6 ... .)
Dla p =5 ma w (0,0) lokalne ...... , (Jakie wzia¢ § w definicji? Odp. ¢ ... .)
Ogdlnie:

e dla p € R ma w kazdym punkcie zbioru {0} x (IR \ {0}) maksimum lokalne,
ponadto:

e dlap> ... maw (0,0) maksimum lokalne,

e dlap< .. maw (0,0) minimum lokalne.

Tw. Niech f: D — IR osiaga lokalne ekstremum w py = (20,0) € D C IR?.

Jesli istnieje f;(po), to jest réwna 0. Jesli istnieje f; (po), to jest réwna 0.

Dowo6p. Wystarczy zbadaé obciecia: f|irx{yo1)np 1 fl{zo} x1R)ND -

WNIOSEK. Gdy f : D — IR ma wszedzie obie pochodne czastkowe, to moze mieé
fu(z,y) =0

ekstremum lokalne tylko w punktach speliajacych uktad réwnan . .
fy(@,y) =0

UWAGA. Dla funkcji o wiekszej liczbie zmiennych zachodza analogiczne stwierdzenia.

PRZYKEAD 1.

! =0 2 1= 2 -1
Dla f(z,y) = 2® —x+y3 mamy{fx(x’y) — {390 0 — {x 3

fy(z,y) =0 3y* = ...
czyli jesli f ma ekstremum lokalne, to jedynie w ktéryms z punktéw py = (... , ... ),
p2=1(..., ... ), albo w obu. NA RAZIE wiemy tylko/az tyle.

L]
Gdy gory sa niezbyt strome,  foma fmabiyizubs
tzn. f jest klasy C*2, to: 2717
- wierzchofki sa tylko w punktach,
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TWIERDZENIE. (warunek wystarczajacy istnienia lokalnego ekstremum)
Niech f : D — IR bedzie klasy C?> w otoczeniu py = (wo,y0) € D C IR? oraz

fi(po) =01 f;(po) = 0. Niech H := det (;i:zgg% ;é:“y”gz;) (zwany hesjanem). Wtedy:

jesli H > 01 f (po) >0, to f osiaga minimum lokalne w py,

TT

jesli H > 01 f (po) <0, to f osiaga maksimum lokalne w py,
jesli H < 0, to f nie ma ekstremum lokalnego w py,

Jesli H=0, to twierdzenie to nie rozstrzyga, czy f ma ekstremum lokalne w py.

Poprzednia mapa jest duzo bardziej czytelna od zdjecia z géry (samolotowego):

DowoD. (idea) Zajmiemy sie tylko przypadkiem: H < 0.
Zmak réznicy wartosci:

f@y) = f(@o,y0) = f - (x—20) + f - (y—yo) + R2 = (z Tw. Taylora)
=0+ Ry=(DOWIEI ....evuiiiiii e )

=5 (fihe - (w=wo)® + 21, - (x— o) (y—wo) + f, - (y—w0)?) =
2
— d-? (72 (52) 2 (2 + 1)

zalezy od znaku wyrazenia w nawiasie, ktére jest ‘prawie funkcja kwadratowa’
zmiennej (%) Wyréznik (A) tej 'prawie funkeji kwadratowej’ jest réwny

(20 S22 =4 flo fy = =AUFL - £, = (F1,)%) = —Adet (fir fi ) = —4H > 0.

Y—Yo
rzeczywiste. (Np.: dla (z,y) = (zo + Z,y0 + <) owa 'zmienna’ ma wartos¢ ... .)
Zatem ta ’prawie funkcja kwadratowa’ przyjmuje wartosci i dodatnie, i ujemne.
Czyli znak réznicy f(x,y) — f(zo,y0) dla pewnych (z,y) jest dodatni, a dla innych
— ujemny.

Dla (z,y) bliskich (z0,y0) owa ’zmienna’ (m) przyjmuje wszystkie wartosci

Zatem w poblizu (xg,yo) sa:
— zaréwno punkty (z,y), w ktérych wartosci f(x,y) > f(zo,yo),
— jak i punkty (z,y), w ktérych wartosci f(x,y) < f(zo,¥o0)-

Stad f nie ma ekstremum lokalnego w (2o, yo).

UWwAGA. Dlaczego powyzsze nie jest dowodem?
Bo ..o
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ZADANIE 2. Zmalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = ® — x + xy?.

ROZWIAZANIE. Funkcja f jest klasy C2, wiec ekstrema lokalne MOZE mieé¢ TYLKO
w punktach spelniajacych uktad réwnan:

fol@y)=0 . [327-14+y°=0 y=+1 z=% =
{fé(ac,y):O 2xy=0 =0 lub y:a/g ’

czyliw p; = (0,1), p2 = (0,-1), p3 = (\%,0) lub py = (—\%,0).
: o _ foe i) 6 2y \ _ 2 2
Obliczmy hesjan: H = det (f;!y fZ/y) = det ( 2 21) =12z° — 4..°.
Dlap; = (0,1)ips = (0,—1) mamy H = 12-0—4-1 < 0, zatem f nie ma ekstremum

lokalnego ani w p1, ani w ps.

Dla pgz(%,O): H=2>0i f.(ps3)= % >0, zatem f ma minimum lokalne w ps.

Dla p4=(\_/—%,0): Hz%z >01 f2 (pa)= \_/—g <0, zatem f ma maksimum lokalne w py.

Opp. f ma dwa ekstrema lokalne: minimum w (\/Lg, ... ) 1 maksimum w ( ...... ,0).
Gdy (niebanalny) algorytm przerobi je na zdjecie z perspektywy, to efekt jest bardziej

* Kk czytelny.

PRZYKLAD 3. Rozwazmy funkcje f(z,y) = 2% +y? — 4z — 6y + 14 .

BEZ powyzszego tw. mozna pokazaé, ze f ma jedyne ekstremum lokalne w (2,3),
bo geometria méwi, ze funkcja ta mierzy kwadrat odleglodci punktu (z,y) od (2, 3)
powiekszony o 1 (zblizajac/oddalajac sie do/od (2,3) zmniejsza/zwieksza sie
wartosé f).

BEZ geometrii TEZ mozna obejsé sie bez owego twierdzenia (z hesjanem).
Mianowicie zauwazmy, ze:

fla,y) = (x —2)2 + (y — 3)2 + co§ > 02+ 0% + co$ = f(2,3)  (gdzie cof to statal)
zatem f przyjmuje warto$é najmniejsza w (2, 3) (czyli jest to tez minimum lokalne).
Jest to jedyny punkt zerujacy obie pochodne f; (z,y) = 2(z—2), f,(z,y) =2(y—3),
wiec f nie ma innych ekstreméw lokalnych.

* ok *
PRZYKLAD 1. (raz jeszcze) Dla funkcji f(x,y) = 23 — x + ¢
BEZ rachunkéw mozna pokazaé, Ze nie ma ekstreméw lokalnych (zob. f| (2o} xR ).
Podobnie dla g(z,y) = 2°(2 + siny), h(x,y, z) = 232%Y.

X ok Xk

Mapa i powyzsze zdjecia pochodza z portalu mapy. cz.



Dla funkcji o wiekszej liczbie zmiennych warunek wystarczajacy jest bardziej skomp-
likowany. Z pomoca, przychodzi tu Sylwester z algebra liniowa, (forma, kwadratowa).

TWIERDZENIE. (warunek wystarczajacy istnienia lokalnego ekstremum)

Niech f : D — IR bedzie klasy C? w otoczeniu punktu p = (Z1,...,%,) € D C R™
oraz f; (p) = 0, dla kazdego ¢ < m. Niech H oznacza macierz Hessego drugich
pochodnych czastkowych f w punkcie p:

v (P) S @) [, (D)
H o ;;Il (ﬁ) ;’zwg (ﬁ) tet :;/Zw/rn (p)
s (D) S, @) o S, (D)

Wtedy:
jesli H jest dodatnio okreslona, to f ma minimum lokalne (wlasciwe) w p,
jesli H jest ujemnie okreslona, to f ma maksimum lokalne (wlasciwe) w p,
jesli H jest nieokreslona, to f nie ma ekstremum lokalnego w p.

W pozostaltych przypadkach (H jest példodatnio lub pétujemnie okreslona i nie jest
ani dodatnio, ani ujemnie okreslona), to twierdzenie to nie rozstrzyga, czy f ma
ekstremum lokalne w pg.

Gdy uwzglednimy jeden ze sposobéw badania dodatniosci/ujemnosci formy kwadra-
towej, to uzyskujemy niemal algorytm:

TWIERDZENIE. (warunek wystarczajacy istnienia lokalnego ekstremum)

Niech f: D — IR bedzie klasy C? w otoczeniu punktu p = (Z1,...,Z,,) € D C R™
oraz f; (p) = 0, dla kazdego i < m. Dla macierzy Hessego drugich pochodnych
czastkowych f w punkcie p wyznaczniki jej minoréw gtéwnych oznaczmy:

C/Ellfrl (23) ;/1I2 (ﬁ) e éllrk (]3)
7 — " _ " _
Hy o= det | | Foomi @) oo @ o S )L gy,
wpey (D) T (D) - f2a, ()
Wtedy:
jesli Hy, Ho,..., H, > 0, to f ma lokalne minimum wtasciwe w p,

jedli (—1)k-Hj, > 0, dla kazdego k < m, to f ma lokalne maksimum wlasciwe w p,
jesli Hy, Hs,...,H,, # 01 nie zachodzi zaden z powyzszych warunkéw,
to f nie ma lokalnego ekstremum w p.

UWAGA. Inny sposob: gdy 71, - .., Vm Oznaczajg wartosci wlasne macierzy H, to:
jesli v1, ..., ¥m > 0, to f ma lokalne minimum wlasciwe w p,
jesli v1, ..., ¥m < 0, to f ma lokalne maksimum wtasciwe w p,

jesli dla pewnych ¢, 7 < m mamy 7;-v; < 0, to f nie ma lokalnego ekstremum w p.



