
Analiza matematyczna 3. Notatki z wyk ladu 9a

Przyk lad. (wprowadzaja
‘
cy) Niech F (x, y) = (x2+(y−

√
3)2−1)·((|x|−1)2+y2−1).

Rozwia
‘
zaniem równania F (x, y) = 0 jest zbiór Z be

‘
da

‘
cy suma

‘
trzech okre

‘
gów (p.rys.).

Popatrzmy na punkty p ∈ Z i ich dostatecznie ma le otoczenia Up.
Możliwe sa

‘
cztery przypadki:

• Up ∩Z jest wykresem funkcji y = y(x) i funkcji x = x(y);

♣ Up ∩Z jest wykresem funkcji y = y(x) i nie jest wykresem funkcji x = x(y);

♢ Up ∩Z jest wykresem funkcji x = x(y) i nie jest wykresem funkcji y = y(x);

♡ Up ∩Z nie jest wykresem funkcji ani y = y(x), ani x = x(y).

Powyższe jest  latwe, bo znamy pe lne rozwia
‘
zanie owego równania. Poniższe twierdze-

nie pozwoli (nieco) zbadać szczególne rozwia
‘
zania skomplikowanych równań.

Na przyk lad pozwoli rozstrzygna
‘
ć, jakiego rodzaju (w powyższym sensie) jest punkt

(1, 2), be
‘
da

‘
cy jednym z rozwia

‘
zań równania x5y + x3y6 − 66 = 0.

Twierdzenie 1. (o istnieniu funkcji uwik lanej)

Niech F : D → IR be
‘
dzie klasy C1 w otoczeniu punktu p0∈D⊆ IR2 i niech F (p0)=0.

Jeśli F ′
y(p0) ̸= 0,

to istnieje otoczenie (a, b)× (c, d)⊆D punktu p0 i funkcja φ : (a, b) → (c, d) taka, że

(∗) F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = φ(x), dla wszystkich (x, y) ∈ (a, b) × (c, d).

Ponadto φ′(x) = −F ′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

dla wszystkich x ∈ (a, b), y = φ(x).

Wniosek. Przy za lożeniach jak w twierdzeniu i dodatkowo F ∈C2. Wtedy

φ′′(x) = −
F ′′
xx · (F ′

y)2− 2F ′′
xy · F ′

x · F ′
y+ F ′′

yy · (F ′
x)2

(F ′
y)3

,

gdzie pochodne po prawej sa
‘
liczone w punkcie (x, y), gdzie y = φ(x).

Jeśli F ′
x(x, y) = 0 (czyli φ′(x) = 0), to φ′′(x) = −F ′′

xx(x, y)

F ′
y(x, y)

, gdzie y = φ(x).

Uwagi.

Twierdzenie NIC nie mówi, jak znaleźć p0, pewne rozwia
‘
zanie równania F (p) = 0.

Trzeba je np. zgadna
‘
ć lub obliczyć jakimís sprytnymi metodami.

Twierdzenie ’NIECO’ mówi, jak ’wygla
‘
daja

‘
’ inne rozwia

‘
zania w pobliżu pewnego

rozwia
‘
zania p0, (’w pobliżu’ tzn. w pewym ’ma lym’ prostoka

‘
cie zawieraja

‘
cym p0).

Problem z terminologia
‘
. . .

Zaznacz na rysunku punkty typu ♣, ♢, ♡.

Dowód. (tu tylko cze
‘
ści ’ponadto’ )

Z (*) wynika tożsamość F (x, φ(x)) = 0, dla wszystkich x ∈ (a, b),
która

‘
różniczkujemy stronami po x (i korzystamy z regu ly  lancucha):

F ′
x(x, φ(x)) + F ′

y(x, φ(x)) · φ′(x) = 0,

ska
‘
d otrzymujemy pierwsza

‘
cze

‘
ść ’ponadto’: φ′(x) = −F ′

x(x, φ(x))

F ′
y(x, φ(x))

.

Gdy F ∈C2, otrzymana
‘
tożsamość φ′ = −F ′

x

F ′
y

(piszemy już bez argumentów, by skrócić

zapis) jeszcze raz różniczkujemy stronami po x (pamie
‘
taja

‘
c o regule  lańcucha):

φ′′ = −
(
F ′′
xx + F ′′

yx · φ′) · F ′
y − F ′

x ·
(
F ′′
xy + F ′′

yy · φ′(x)
)(

F ′
y

)2 .

Uwzge
‘
dniaja

‘
c, że φ′ = −F ′

x/F
′
y i porza

‘
dkuja

‘
c dostajemy finalnie

φ′′(x) = −
F ′′
xx · (F ′

y)2− 2F ′′
xy · F ′

x · F ′
y+ F ′′

yy · (F ′
x)2

(F ′
y)3

,

gdzie pochodne po prawej sa
‘
liczone w punkcie (x, φ(x)). 2



1. Jak wygla
‘
da rozwia

‘
zanie równania x3y6+x4y2 = 20+x2y4 w pobliżu punktu (2,1)?

Dla F (x, y) = x3y6+x4y2− 20−x2y4 równanie jest tożsame z F (x, y) = 0.

Dla p0 = (2,1) mamy: F (p0) = 0, F ′
y = 6x3y5 + 2x4y − 4x2y3 i F ′

y(2, 1) = 64 ̸= 0,
wie

‘
c w pewnym otoczeniu p0 rozwia

‘
zanie jest wykresem (jakiej́s) funkcji y = φ(x),

o której można powiedzieć, że:

- maleje w pobliżu p0, bo F ′
x = 3x2y6 + 4x3y2−2xy4 i F ′

x(2, 1) = 40, wie
‘
c funkcja

φ ma pochodna
‘
φ′(2) = − 40

64 = − 5
8 < 0 i, z cia

‘
g lości, φ′ jest też ujemna w pobliżu,

- ma styczna
‘
o równaniu y = − 5

8 · (x− 2) + 1,

- jest wypuk la (ska
‘
d leży powyżej tej stycznej) w pobliżu, bo φ′′(2) = ... = 9

128
> 0).

Podobnie można zbadać rozwia
‘
zanie tego równania w pobliżu punktu ( 9

√
20, 9

√
20).

(Nie ma ogólnego sposobu znajdowania takich punktów, trzeba je jakoś odgadna
‘
ć.)

2. Gdzie rozwia
‘
zanie równania x3+y3=2xy ma pozioma

‘
styczna

‘
(równoleg la

‘
do OX)?

Na pewno tam, gdzie (dla F (x, y) = x3 + y3 − 2xy):−F ′
x

F ′
y

= 0

F = 0
⇔


F ′
x = 0

F = 0
F ′
y ̸= 0

⇔

 3x2− 2y = 0
x3+ y3 = 2xy
3y2− 2x ̸= 0

⇔

 y = 3
2x

2

x3+ ( 3
2x

2)3 = 2x( 3
2x

2)
... ̸= 0

⇔

 ...
...
...

Sta
‘
d w ( 2

3
3
√

2, 2
3

3
√

4) jest pozioma styczna. Z powyższego nie wiadomo, co z (0, 0).

3. Znaleźć ekstrema lolalne funkcji uwik lanej x2y2 + y4 = 5 + x4 .

Dla F (x, y)=x2y2+y4−5−x4 mamy F ′
x = 2xy2−4x3, F ′

y =y(2x2+4y2), F ′′
xx =2y2−12x2.

Punkty, w krytyczne (podejrzane) spe lniaja
‘
uk lad:−F ′

x

F ′
y

= 0

F = 0
⇔


F ′
x = 0

F = 0
F ′
y ̸= 0

⇔

 ...
...
...

Badaja
‘
c znak drugiej pochodnej = −F ′′

xx

F ′
y

funkcji uwik lanej rozstrzygamy jakie ek-

stremum lokalne ma f. uwik lana w poszczególnych punktach krytycznych:

• w (0, 4
√

5) jest maksimum lokalne f. uwik lanej, (bo − 2( 4√5)2−0
4√5(0+4( 4√5)2)

= −>0
>0 < 0)

• w (0,− 4
√

5) jest minimum lokalne f. uwik lanej, (bo − 2(− 4√5)2−0

− 4√5(0+4(− 4√5)2)
= −>0

<0 > 0)

• w (1,
√

2) jest ............

• w (1,−
√

2) jest ............

• w ......

• w ......

Uwaga. Powyżej widać linie
‘
x3+y3 = 2xy. Podobny kszta lt ma linia x3+y3 = 3xy.

Linia x3 + y3 = 3xy + 48 nie ma ’samoprzecie
‘
ć’. Warto ja

‘
zbadać w punktach:

p0 = (−4, 4), p1 = (2, 4), p2 = (− 3
√

6, (− 3
√

6)2).
Jeszcze ciekawiej wygladaja

‘
linie x3 + y3 = 3xy + p, przy p ∈ [−1, 0].

y4 + x2 y2 − x4 − 5 = 0



Twierdzenie 2. (o istnieniu funkcji uwik lanej)

Niech F : D → IR be
‘
dzie klasy C1 w otoczeniu punktu p0∈D⊆ IR3 i niech F (p0)=0.

Jeśli F ′
z(p0) ̸= 0, to istnieje otoczenie (a1, b1)×(a2, b2)× (c, d)⊆D punktu p0

i funkcja φ : (a1, b1)×(a2, b2) → (c, d) taka, że

(*) F (x, y, z) = 0 ⇐⇒ z = φ(x, y), dla wszystkich (x, y, z)∈ (a1, b1)×(a2, b2)×(c, d).

Ponadto φ′
x(x, y)=−F ′

x(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

, φ′
y(x, y)=−

F ′
y(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

,

dla z=φ(x, y), (x, y)∈(a1, b1)×(a2, b2).

Uwaga. Z (*) wynika (**) F
(
x, y, φ(x, y)

)
= 0, dla (x, y)∈ (a1, b1)×(a2, b2)

(ale (*) mówi wie
‘
cej!).

4. Znajdź równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni z3+y2=16+xyz w (1, 4, 2).

Dla F (x, y, z) = z3+y2−16−xyz obliczamy F ′
x(x, y, z) = −yz, F ′

y(x, y, z) = 2y − xz,
F ′
z(x, y, z) = 3z2 − xy. Ponieważ F ′

z(1, 4, 2) = 3 · 22 − 1 · 4 = 8 ̸= 0, wie
‘
c w pewnym

otoczeniu punktu (1, 4, 2) powierzchnia jest wykresem funkcji uwik lanej z = φ(x, y).

Sta
‘
d mamy φ′

x(1, 4) = − −4·2
3·22−1·4 = 1, φ′

y(1, 4) = − 2·4−1·2
3·22−1·4 = − 3

4 ,

ska
‘
d dostajemy równanie p l. stycznej: z = 2 + 1 · (x− 1) − 3

4 (y − 4).

5. Powierzchnia P ma równanie 4x2 + 7y2 + 7z2 + 8yz = 4xy + 4xz + 3. Wiedza
‘
c,

że P ma kszta lt elipsoidy, wyznacz jej punkt o najwie
‘
kszej zetowej wspó lrze

‘
dnej.

Niech F (x, y, z) = 4x2 + 7y2 + 7z2 − 4xy − 4xz + 8yz − 3.

Mamy F ′
x(x, y, z) = 8x−4y−4z, F ′

y(x, y, z) = 14y−4x+8z, F ′
z(x, y, z) = 14z−4x+8y.

Uk lad równań

−F ′
x(x,y,z)

F ′
z(x,y,z)

= 0

−F ′
y(x,y,z)

F ′
z(x,y,z)

= 0

F (x, y, z) = 0

F ′
z(x, y, z) ̸= 0

⇔



F ′
x(x, y, z) = 0

F ′
y(x, y, z) = 0

F (x, y, z) = 0

F ′
z(x, y, z) ̸= 0

⇔



8x− 4y − 4z = 0

14y − 4x + 8z = 0

4x2+7y2+7z2+8yz=4xy+4xz+3

14z − 4x + 8y ̸= 0

ma dwa rozwia
‘
zania p1 =

(
1

2
√
6
,− 1√

6
,
√

2
3

)
, p2 =

(
− 1

2
√
6
, 1√

6
,−

√
2
3

)
(żmudnie!).

Dlaczego szukanym punktem jest p1 =
(

1
2
√
6
,− 1√

6
,
√

2
3

)
?

.



Spekulacje (o istnieniu uk ladu funkcji uwik lanych)

Niech dla i ≤ n funkcje Fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) (m + n zmiennych; nieco dziwnie
nazwanych) be

‘
da

‘
C1 w otoczeniu punktu p̄ = (x̄1, . . . , x̄m, ȳ1, . . . , ȳn). Niech ponadto

Fi(p̄) = 0, dla i ≤ n. Innymi s lowy: p̄ jest jednym z rozwia
‘
zań uk ladu n równań:

(∗)


F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0
F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

...
...

...
Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

Jak wygla
‘
da pe lne rozwia

‘
zanie? AM3 nie daje odpowiedzi, ale przy dodatkowych

za lożeniach podaje pewne informacje o rozwia
‘
zaniach w pobliżu p̄.

Poniżej spekulacje pozwola
‘
postawić hipoteze

‘
(co do za lożeń i tezy):

Wiemy, że w pobliżu p̄ funkcje Fi można przybliżać (hiper)-p laszczyznami stycznymi:

Fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) ≈

≈ Fi(p̄)+ ∂Fi

∂x1
·(x1− x̄1)+ . . .+ ∂Fi

∂xm
·(xm− x̄m)+ ∂Fi

∂y1
·(y1− ȳ1)+ . . .+ ∂Fi

∂yn
·(yn− ȳn)

gdzie pochodne cza
‘
stkowe sa

‘
liczone w p̄ (wie

‘
c sa

‘
STA LE!). Zatem po prawej stronie

sa
‘
funkcje liniowe zmiennych x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ( Fi(p̄) = 0 !).

Teraz uk lad (*) można prawie zasta
‘
pić przez poniższy

(∗∗)



∂F1

∂x1
· x1 + . . . + ∂F1

∂xm
· xm + ∂F1

∂y1
· y1 + . . . + ∂F1

∂yn
· yn = 0

∂F2

∂x1
· x1 + . . . + ∂F2

∂xm
· xm + ∂F2

∂y1
· y1 + . . . + ∂F2

∂yn
· yn = 0

...
...

...
∂Fn

∂x1
· x1 + . . . + ∂Fn

∂xm
· xm + ∂Fn

∂y1
· y1 + . . . + ∂Fn

∂yn
· yn = 0

który jest uk ladem n równań liniowych (o m + n niewiadomych).

GDYBY wiedzieć, że

(♡) det


∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

...
...

...
∂Fn

∂y1

∂Fn

∂y2
. . . ∂Fn

∂yn

 ̸= 0 ,

to (z AL) wiemy, że y1, . . . , yn można wyrazić przy pomocy pozosta lych zmiennych.

Powyższe daje nadzieje
‘
, że w pobliżu p̄, gdy (♡), to istnieja

‘
funkcje φi(x1, . . . , xm)

(o wartościach rzeczywistych) takie, że

(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) spe lnia (*) ⇐⇒ yi = φi(x1, . . . , xm), dla i = 1, . . . , n,

że wszystkie rozwia
‘
znia (*) tworza

‘
wykres funkcji (wektorowej) F : IRm → IRn,

F(x1, . . . , xm) = (φ1(x1, . . . , xm), . . . , φn(x1, . . . , xm)).


