ANALIZA MATEMATYCZNA 3. ListA 10.

1. Ktére calki mozna obliczy¢ BEZ rachunku catkowego? a)

J[ eldod) [ a

[-1,1]2 [0,1]2

??yP¥do  g) [ Va?+y?dw h)

r24+y2<1

[ 2x 4+ 3y dw
[0,1]2

2dw  e) [ 2?yddw
[_171]2

I |z+y| dw
[-1,1]2

b) [ elFtdw  ¢)
[0,1]

0 Jf

z2+y2<1

2. Niech w,, oznacza podzial [0, 1]? na n? przystajacych kwadratéw (n€IN, n>106).

Dla [ f(x,y)dw oblicz (sprytnie) réznice S,,, — S, 1 lim (S, — sw,) gdy
[0,1]2 n—oo
a) flz,y) =[] b) fle,y)={y}t o fley=y> d) flz.y)=a+y
e) flz.y) =[my] f) f(z,y) =7ztey g) flz,y) =€’ h) f(z,y) =e"+y°

* % %

3. Oblicz calki iterowane (podaj catki podwdjne/potréjne, z ktérych powstaty).

2 x+1 623 12-2x 2

47
a) [ [aydzdy b) [ [ zydydz c) [ [ [zyzdedydz d) [ [ [yz’dzdydx
23 1a-1 112 0 0 0

4. Zapisz [[ydw jako calke iterowana i oblicz, gdy A jest ograniczony przez linie
A
a)lz|=2,lyl=1 b)y=2>,y=a+6 c)y=a',y=21" d) z+(y-1)’=12=0

21 e
5. Zmien kolejnoé¢ catkowania i oblicz (prostsza wersje).  z) [ [(siny)x'/®dxdy
01

11—yl

3 VY 2y 2 o2
a) [ [2¥dedy b)) [[xzydedy <¢) [ [ y*dedy d) [ [ ldydx
20 11 2100 122¢
1 Yz 2 4—z? 2 4—2? 259
e) [ [6x+ydydz f) [ fy+2dydz g) [ [ 3xzdydx h) [ [ [zdxdydz
0 22 2 0 0 136
6. Oblicz:

a) [[ydw, gdy L jest tréjkatem o wierzchotkach (0,0), (1,1), (2,—1)
L

b) [[|z? —y|dw, gdzie R =10,1] x [0,1]
R

gdy K jest kotem osrodku (3,4) i promieniu 2. (Mozna sprytnie :)

c) [[zdw,
K

ZADANIE 1 jest dos¢ trudne; w niektoérych podpunktach widaé¢ bryly znane sprzed
matury, a w niektérych widac... zero.

SPOSTRZEZENIA. (pomocne w zadaniu 2.)

& Gdy obliczamy S,, — s,,, wystarczy patrze¢ tylko na te elementy podziatu,
gdzie f nie jest stala.

S — 5= (z sup f - |Pi|> - (z inf f - |Pz-|) =5 (sup f—inf ) - |P.
i P i b i P Py
Gdy wszystkie elementy podzialu maja to samo pole

to Sw—sw:p-Z(supf—inff).

& Gdy na wszystkich elementach podziatu jednakowa jest réznica sup — 11r31f =c,
to S—sw—cZ|P|—c|P|

PRZYKLAD. (jak w zadaniu 3.)

6 1 6 /1 6

[ [ovee asty= [ (Tov+oete) ar= laty+ e, =
00 0 \O 0

—fule=1) dy= [ (e~ Dlg =18 (e }) = 18e 9

JI

[0,1]%[0,6]

zy + ye* daxdy = xy + ye* dw

]

Ot —

(P)oprPowIEDZI do niektérych zadan z listy 10. (wg Maximy)
2. a)—g) S, — Sw, : 2’;;1, %, %, %, %, “TJre, 6;1 (odpowiednio)
3. Wartosci catek: a) 120, b) i, ¢) 22, d) 48
4. Wartoci calek: b) 222, ¢) &, d) 3
5. Wartoci calek: a) 15, b) 3,¢) &, d) Lt e) 22 1) 122 9)12 h) 9
6. Wartosci calek: b) 41, ¢) 127



