
Analiza matematyczna 3. Lista 4.

0. Oblicz gradient funkcji a) f(x, y) =
√

x2 + y4 z) f(x, y, z) = (x2 + y4)z

1. Oblicz pochodne cza
‘
stkowe pierwszego rze

‘
du; wskaż ich dziedziny.

a) f(x, y, z) = arctan(x2y3z4) b) z = |x| · y c) f(x, y)=

{
3x dla x2≤ y
y dla x2> y

2. Oblicz pochodna
‘
kierunkowa

‘
funkcji. (Doprecyzuj (jakoś) niedoprecyzowane zadania.)

a) f(x, y) = x2y4 w punkcie (2,−1) w kierunku wektora 1
13 (12, 5)

b) f(x, y) = 2xy + x3y2, w kierunku (1,−2) c) f(x, y) = x(x + y)3 , (3, 4)

* * *

3. Niech f(x, y) = |xy|x2.

Czy istnieje: a) f ′
x(0,−2) b) f ′

y(0,−2) c) f ′
x(−3, 0) d) f ′

y(−3, 0)

4. Podaj zbiór tych wszystkich punktów dziedziny funkcji f , w których:

a) nie istnieje f ′
x b) nie istnieje f ′

y c) f nie jest cia
‘
g la,

gdy f(x, y)=

{
x dla (x, y)∈ [0, 1)×[0, 1]
y dla (x, y) ̸∈ [0, 1)×[0, 1]

. Powtórz dla f(x, y)=

{
x+y dla xy≥0
x+y2 dla xy<0

5. Zbadaj cia
‘
g lość pochodnych cza

‘
stkowych w (0, 0) funkcji określonej wzorem:

f(0, 0)=0 i dla (x, y) ̸=(0, 0)

a) f(x, y) =
x · y

x2 + y2
b) f(x, y) =

x · y2

x2 + y2
c) f(x, y) =

x2 · y2

x2 + y2

* * *

6. W podanym punkcie znajdź równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni

a) z = (2 + x− y)2, (3,−1, 36) b) z = 4x2 + y2, (2, 1, 17)

c) zy + z = x + 2, (2, 3, 1) d) xyz = 1, (
1

2
,−2,−1)

e) sin(xy) = 2 − z2, (π, 1
2 ,−1) f*) (x + y − 1)(x + y + 1) = 2xy, (

√
3
2 , 1

2 , 2)

7. Udowodnij, że p laszczyzny styczne do powierzchni x2+y2+z2 = 16 i z2 = x2+y2

w punkcie (2, 2, 2
√

2) sa
‘
prostopad le.

8. Znajdź d lugość odcinka prostej x = 2, y = 3 zawartego mie
‘
dzy powierzchnia

‘
z = x2 + y2 i p laszczyzna

‘
styczna

‘
do niej w punkcie (1, 1, 2) .

.

Ścia
‘
ga

Niech f : D → IR, gdzie D⊆ IR2. Pochodne cza
‘
stkowe f w punkcie (x0,y0)∈D

określamy wzorami:

f ′
x(x0, y0)

def
= lim

∆x→0

f(x0+∆x,y0)−f(x0,y0)
∆x , f ′

y(x0, y0)
def
= lim

∆y→0

f(x0,y0+∆y)−f(x0,y0)
∆y .

Niech f : D → IR i (x0,y0)∈D⊆ IR2. Dla wektora v⃗ = [vx, vy], ||v⃗|| = 1 określamy
pochodna

‘
kierunkowa

‘
f w punkcie (x0, y0) w kierunku wektora v⃗ wzorem

f ′
v⃗(x0, y0)

def
= lim

t→0

f(x0 + t · vx, y0 + t · vy) − f(x0, y0)

t
.

Niech f : IR2→ IR ma cia
‘
g le pochodne cza

‘
stkowe w pewnym otoczeniu p-ktu (x0,y0).

Równanie z = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0) · (x− x0) + f ′

y(x0, y0) · (y − y0)

określa p laszczyzne
‘

styczna
‘

do f w punkcie (x0, y0).


