ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LIsTA 9.

Niektére podpunkty mozna rozwiazaé 'chytrze’. (P)odpowiedzi sa na nastepnych stronach.

1. Czy podane réwnanie okresla jednoznacznie funkcje uwiktana y = y(z) w pewnym
otoczeniu podanego punktu? Znajdz réwnanie stycznej w tym punkcie.

a) iy +2y® =10, A=(1,2) b) a¥ =y*, A=(2,4); B=(3,3); C=(2,5)

c) 22+y? =2zy, A=(1,1); B=(0,0) d) z*+y* =22%y2, A=(1,1); B=(0,0)

e) 22 +y?=2x, A=(1,1); B=(0,0) f) 22 +y?—x = 22y, A=(1,0); B=(0,0)
g) -y +ax—y=0, A=(p,p) h*) 2% 4 y* =22y, A=(1,1); B=(0,0)
)22 +42 =9, A=(2,1) i7) 2% +y* + 81+ 223y% = 18(2® + 42), A=(2,1)

2. Dla zadanej réwnaniem powierzchni znajdZz réwnanie plaszczyzny stycznej do
niej w podanym punkcie.

a) 22z+y22-2=0, A=(v/2,0,1) b) e** =yz, A=(0,1,1); B=(1,e,1)
c) 22+ 9>+ 2t =x+2, A=(0,0,0); B=(1,0,0); C=(1,0,1)

3. Oblicz pochodna dy/dz i druga pochodna d?y/dz? funkcji uwiklanej y = y(z)
a) ey —y+1=0 b) 22+y*=32y ¢c) x—y+e*—e¥=0

4. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y = y(x) zadanej réwnaniem:
a) 2 +y’+dy=ay+2z b) 2®+yP =120y c*) In /22t y2 = arctan £

5. Wiedzac, ze linia B = {(z,y) : 2* + y* = 92y} wyglada jak przekrecona nieco
ésemka, znajdz najmniejsze takie a, ze B C [—a,a)?.



)ODPOWIEDZI do niektérych zadan z listy 9.

2n2—1
f) styczne: 2y +1 =z, x = 0 w punktach A, B (odpowiednio)

h) W B, dla t € (0,1] i dla t € [1, +00) rozwaz linie: p; = (, [t ,/13;4) .

Jak leza, wzgledem prostej y = 7 Oblicz lim p; i lim p;.
t——+o00

t—0+
2. b) plaszczyzna(!) y = ex jest styczna do powierzchni e** = yz w punkcie (1,e,1)

4 a) Odp. maks. lok. w (%\/3, 2(2v3 - 3)) i min. lok. w (— V3, —2(2v3+ 3))

4 b) Odp. maks. lok. w (4V/3, 4V/9)

4 c) ROZWIAZANIE

Funkcja F =1In /22 +y2 — arctan (£) jest okreslona dla x # 0 (poza osia OY).
z+y , y—x . _, _y2—m2—2my . xz—y2—|—2xy

LR — —
Mamy: Fm_x2+y27 Fy—x2+y2 IFM—W’ v (224 y2)2

(P
1. b) styczne: y = —42-12 (x — 2) + 4, y = x w punktach A, B (odpowiednio)
1.
1.

Szukamy p. kryt:

—%:0 E.=0 y=—x y=—x
F—0 S F=0 &S h(V2z)=-2 & |£L’\:%e*“/4
F#0 F,#0 y#x y#
czyli mamy dwa punkty: p; = ( L ! ) Py = (, b ;)
V2er/A T \2en/A) V2er /4 \Jzen/n
_ y? — 2% — 2zy . 2uay A

Dla nich F;’I =

5 > 0, wigc znak ——=% rozstrzyga jakie

(@ +y%)? (22 +y?)
sa w nich ekstrema: w p; min. lokalne, w po maks. lokalne.

[Niestety, to jeszcze nie koniec; to nie jest pelne rozwigzanie. |

Tw. o funkcji uwiklanej nie rozstrzyga, jak to jest z punktami spelniajacymi uktad
F?; -0 i (671'/4 e7r/4> e7'r/4 ew/4>
s eylizgp=(—,— ), p=( - —,——=).
{#20 omin=(G5 ) = (-5
Dla nich F. # 0, wiec z dualnej wersji tw. o f. uwiklanej wiemy, ze leza na wykresach
67r/4 67r/4

Vot T T
5 # 0 ), wigc ich

f. uwiktanych x = z(y), ktére maja w tych punktach styczne x =

22 —y? + 2zy - 2xy
(@2 +y2)? (2% +y?)
wykresy leza lokalnie po jednej stronie swych stycznych.

Ponadto w nich z”(y) # 0 (bo Fg:/y =

Stad juz wynika, ze w ¢1 i w g2 réwnanie F' = 0 nie zadaje funkcji uwiklanej y = y(z).
ODP. Réwnanie F' = 0 zadaje funkcje uwiklang y = y(x), ktéra ma ekstrema lokalne:

1 1 1 1
,— i maksimum w py; = (—777).D
V2er/t ﬁem) b2 Jaerli’ oo/

minimum w p; = (



