ANALIZA MATEMATYCZNA 3. LISTA 2,5.(CIAGI)

c0. Podaj cztery wyrazy ciagu:
a) Qp = (3—|— 13,,/, LH) , a1 = (,), as = ...... , az = ...... , Qg4 = ...l

b) b, = (k,1/k),

DEF. Niech ciag (p,) przyjmuje wartosci w IR™ i niech g € R™.
Moéwimy, ze ciag (pn) jest zbiezny do g, gdy ciag odlegtosci |a,—g| jest zbiezny do 0,
innymi stowy (czy raczej ’innymi krzaczkami’):
lim p, =g L i |pn — g = 0.
n—o0 n—r00
DLACZEGO to ma sens; przeciez lim jest tu definiowany przez lim !7?
OdpowiedZ: ten lim po prawej stronie jest juz znany (np. z AM1)!
Po prawej to nie jest warto$é bezwzgledna, ale norma w IR™.

Gdy uwzglednimy (z AM1) definicje zbieznosci ciagu wg Cauchy’ego mamy:

lim p, =g Lol Veso 3 ... VoeN 72N = |pp— .| <e.
n—oo
Dla m = 2, przy oznaczeniach: p, = (Zn,yn), 9 = (z0,%0) € R? :
. de
nl;rréop,b =g JLIN Ves0 AN V5N V oo + s < €.
in+3 5 8
cl. Ud'owod.nimy7 76 g = (.eey .oy ...) jest granicy clagu p, = (2211, 6n27—l|—7’ n—iT—L9>
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Stad dla dowolnego >0 dla kazdego naturalnego n > —==— mamy |p, —g| <e. O

Ponizsze twierdzenie pozwala uniknag¢ takich szacowan, jak wyzej.

Tw. Ciag p, = (n,yn) jest zbiezny do g = (z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy jest

zbiezny po osiach, tzn. lim p, =g <= lim z, =2 A lim y,=vy .
n—oo n—oo n—oo

Dowdéd (<) wynika z AM1, z podstawowych twierdzeri o granicach sumy, iloczyny i

pierwiastkach ciagéw zbieznych.

Dowdd (=) wynika z ponizszych nieréwnosci i twierdzenia o trzech ............ .
0< |$n - x| < \/(xn - 33)2 + (yn - 9)27 0< ‘yn - y‘ < \/(1:" - 17)2 + (yn - y)Q .




c2. Duzigki temu twierdzeniu, mozna (niemal) w pamieci obliczy¢:

sin(n? +2) 2n+ 3)

mamy nlingoan =(y )

D1 n — )
a) Dlaa <n+1 in+5

1 2
b) Dlab, = (nsin,, n )mamy lim b, = ....c.....

n—oo

\/ﬁ’ n+4> mamy nlggo Cr = eeereeninnns

c3. Niech f(z,y) = % i niech a, = (2, yn), gdzie z, = 5L L

1 - _1
2n+3 + nlYn = 2n+3"

Wtedy granica ciagu a,, jest para (...,...), a granica ciagu f(a,) jest liczba ...... .
Podaj przyklady ciagéw b, = (z,,y,,) zbieznych do (0,0) takich, ze:

a) nll_}n;lo f(bn) =0

b) nh_)n(io fby) = -7

c) li_>m f(by) =400

cK. Karol Omylek (jak to Karol) wypowiedzial bledne zdania. Jakie to sa bledy?
a) Kazdy rosnacy i ograniczony ciag punktéw plaszczyzny jest zbiezny.

b) Jezeli ciag (x,,) ma podciag zbiezny do 7 i ciag (y,,) ma podciag zbiezny do e,
to ciag (a,) zdefiniowany wzorem a,, = (z,,, y» ), ma podciag zbiezny do (7, e).



