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Algebra liniowa 2 R (konwersatorium 6 o iloczynach tensorowych)

Zadanie 1. Niech V,W, U,, U, beda przestrzeniami liniowymi, f : V x W — U, bedzie dwuliniowe,
a g: U; — U, bedzie liniowe. Przekonaj sie, ze go f : V x W — U, jest dwuliniowe.

Definicja. Niech V,W beda przestrzeniami liniowymi nad K. Iloczyn tensorowy V @ W to prze-
strzen liniowa nad K wraz z odwzorowaniem dwuliniowym ®: V x W — V @ W takim ze dla
kazdego odwzorowania dwuliniowego f: V x W — U mamy jedyne odwzorowanie liniowe (nie
dwuliniowe!) f: V® W — U, takie ze f(v,w) = f(v ® w).

Elementy V ® W postaci v ® w nazywamy tensorami prostymi.

Zadanie 2. Nasladujac dowdd jedynosci produktu w kategorii, pokaz ze iloczyn tensorowy jest
co najwyzej jeden z doktadnoscig do izomorfizmu.

Zadanie 3. Pokaz ze jesli V; =V, i W; = W,, to iloczyn tensorowy V; i W, jest iloczynem tensoro-
wym V, i W,.

Zadanie 4. Sprawdz, ze je$li V = K", W = K™, to M,,,»,(K) jest ich iloczynem tensorowym. W
tym celu zdefiniuj odwzorowanie dwuliniowe K" x K™ — M,,,.,(K), a nastepnie zidentyfikuj f dla
kazdego f i zauwaz jego jedynosc.

Zauwaz, Ze to i poprzednie zadania razem implikuja, Ze skoniczenie wymiarowe przestrzenie
liniowe maja iloczyny tensorowe.

W dalszych zadaniach mozesz zakladaé, ze przestrzenie s skonczenie wymiarowe. Zamiast
tego mozesz zatozy¢ tez jedynie, ze iloczyn tensorowy istnieje. W zadaniach z gwiazdka ponizej
znajdziesz (rézne) dowody, ze faktycznie tak jest.

Zadanie 5. Zakladajac ze dimV,dimW > 1, pokaz ze nie kazdy tensor w V ® W jest tensorem
prostym. Innymi stowy, ®: V x W — V ® W nie jest ,,na”.

Zadanie 6. Pokaz ze jesli B, C to bazy V, W odpowiednio, to tensory proste postaci b ® ¢ stanowig
baze V@ W. Co z tego wynika na temat wymiaru V @ W?

Zadanie 7. Zauwaz ze a ® 3 — o - 8 zadaje izomorfizm K ® K — K.

Zadanie 8. Zrozum, zZe jesli V jest przestrzenig liniowa nad R, to V; := C®g V jest przestrzenia
liniowg nad C (zdefiniuj mnozZenie przez zespolone skalary i pokaz, ze jest dobrze okreslone).
Sprawdz ze dimg V = dim¢ V.. Uogdlnij.

Zadanie 9. Pokaz ze jesli W jest skonczenie wymiarowe, to Hom(V,W) = V*® W. W tym celu
rozwaz odwzorowanie dwuliniowe V*x W — Hom(V, W) zadane wzorem (v, w) — (v — v*(v)w) i
pokaz, ze indukowane odwzorowanie liniowe V*® W — Hom(V, W) jest izomorfizmem. Nastepnie
sprawdz, ze jesli V = W jest nieskoniczenie wymiarowa, to to nie jest izomorfizm (wskazdéwka:
obraz tego odwzorowania sklada sie z endomorfizméw skonczonej rangi).

Zadanie 10. Zdefiniuj naturalne mnozenie na C ®y C, pokaz ze jest przemienne i rozdzielne
wzgledem dodawania, ale C ®g C nie jest ciatem.

Zadanie 11. Zdefiniuj iloczyn tensorowy
a) trzech, b) n, gdzieneN ¢) nieskonczenie wielu
przestrzeni.
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Kolejne trzy zadania to rézne dowody istnienia iloczynu tensorowego dowolnych przestrzeni
liniowych.

Pierwszy dowdd jest najdtuzszy, ale jest tez najbardziej typowy: zupelnie analogiczne sg do-
wody istnienia uniwersalnych obiektéw bardzo réznego rodzaju, w topologii, algebrze, analizie
funkcjonalnej itd.

x Zadanie 12. Niech V,W bedg iloczynami tensorowymi.

Niech 2%y, oznacza kolekcje wszystkich funkeji dwuliniowych f: V x W — Uy

a) Zauwaz, ze jeSli Z jest podzbiorem Ay, to funkcja fz: VxW — Uy := erg Uy zadana
wzorem f,(v,w)(f) = f(v,w) (tzn. f-ta wspdtrzedna f,(v,w) to f(v,w)) jest dwuliniowa.

b) Dla # jak wyzej, niech U;, oznacza podprzestrzen U, rozpietg przez obraz fz. Na chwile
udajac ze nie widzisz, ze %y, nie jest zbiorem, pokaz ze fg, : VXW — U/%vw jest iloczynem
tensorowym V i W.

¢) Zauwaz, ze zamiast bra¢ cate %, , wystarczy wzia¢ takie f, ze Uy = U }

d) Zauwaz, ze wystarczy wzig¢ po jednym reprezentancie kazdej klasy izomorfizmu. (W tym
celu ustal co to znaczy, ze funkcje dwuliniowe z V x W sa izomorficzne, np. wskazujac
odpowiednig kategorie.)

e) Wywnioskuj stad istnienie iloczynu tensorowego (juz bez udawania).

f) Literalnie tutaj jest jeszcze maly problem teoriomnogosciowy. Cwiczenie z teorii zbioréw
(nie z algebry liniowej): zidentyfikuj ten problem i rozwiaz go (wskazdéwka: wybieramy po
jednym elemencie z kazdej klasy abstrakcji pewnej relacji rownowaznosci... ale na czym jest
zdefiniowana ta relacja?).

Drugi dowdd jest najbardziej konstruktywny z tych trzech, nie korzysta z pewnika wyboru.
x Zadanie 13. Niech V,W beda dowolnymi przestrzeniami liniowymi nad K. Sprawdz ze iloczyn
tensorowy istnieje w nastepujacy sposob:
a) Zdefiniuj przestrzen liniowa Fy ., nad K ktérej baza jest V x W. (Wymiar tej przestrzeni
jest zwykle dos¢ duzy; nie przejmuyj sie tym za bardzo.)
b) Zdefiniuj naturalne odwzorowanie dwuliniowe V x W — Fy .
c) Pokaz ze Fy,y/Q jest iloczynem tensorowym V i W, gdzie Q jest podprzestrzenig Fy
rozpieta przez wszystkie wektory jednej z postaci:
s (av,w)—a(v,w),
. (v,ow) — v, w),
° (V1 + V2, W) - (Vl: W) - (Vz, W);

° (V, Wl + W2) - (V) Wl) - (V, WZ)'

Trzeci dowdd jest stosunkowo prosty, ale niestety wymaga uzycia bazy.

x Zadanie 14. Udowodnij istnienie iloczynu tensorowego dowolnych przestrzeni liniowych, uogél-
niajac zadanie 3 (wskazdwka: rozwaz nieskoniczone macierze w ktérych jest jedynie skonczenie

wiele niezerowych wyrazéw).



