Algebra liniowa 2 R (konwersatorium 7 o algebrach tensorowych i innych)

Niech K bedzie cialem.
Zadanie 1. Niech V bedzie przestrzenig liniowa. Dla m, n € N zdefiniuj naturalne odwzorowanie
dwuliniowe V" x V®m — y&m+n),

Definicja. K-algebra (aczna, z jedynka) to (niekoniecznie przemienny) pierscien z jedynka A (tzn.
zbidr z dodawaniem i mnozeniem, spelniajacymi odpowiednie aksjomaty), bedacy jednoczesnie
przestrzenia liniowa nad K, spelniajacy aksjomaty zgodnosci, tzn. dodawanie w A jako pierscieniu
jest dodawaniem w A jako przestrzeni liniowej, oraz dla o, €K ia,b € A:

(aa) - (Bb) = (aff) - (ab).

Zadanie 2. Niech T(V) := @,y V®". Uzywajac zadania 1 zdefiniuj mnozenie na T (V) i sprawdz,
ze T(V) jest K-algebra (nazywamy jq algebrq tensorowq).

Zadanie 3. Zdefiniuj, czym sg morfizmy w kategorii K-algebr (homomorfizmy K-algebr).
Zadanie 4. Sprawdz, ze T(0) =K i T(K) = K[X] (jako K-algebry).
Zadanie 5. Sprawdz, ze jesli dimV > 1, to T(V) jest nieprzemienna.

Zadanie 6. Sprawdz, ze T(V) z poprzedniego ma nastepujgca wlasnos¢ uniwersalna: jesli A jest
dowolng K-algebrg i f : V — A jest K-liniowe, to istnieje jedyny homomorfizm T (V) — A, taki ze
nastepujacy diagram jest przemienny (gdzie i to naturalne wlozenie V — T(V)):

v — T(V)

e

Zadanie 7. Niech I bedzie podzbiorem T (V') sktadajacym sie z elementéw postaci a- (v ®v), gdzie
aeT(V)iveV.Sprawdz, ze iloraz A(V) := T(V)/I (algebra zewnetrzna) ma naturalne mnozenie.

Zadanie 8. Przez A¥(V) oznaczamy podprzestrzen V® /I < A(V). Zakladajac, ze dimV =n < oo,
pokaz, ze dim A*(V) = (}).

x Zadanie 9. Zauwaz ze V = A%(V) wtedy i tylko wtedy gdy dimV = 3. Sprébuj wymysli¢, co to
ma wspolnego z tym, Ze iloczyn wektorowy jest okredlony tylko w wymiarze 3.

Zadanie 10. Zdefiniuj i udowodnij wtasnoé¢ uniwersalng spetniang przez A(V).

Zadanie 11. Zauwaz, ze je$lin € Ni o € S,,, to mamy naturalny automorfizm f_: V& — V®"
zadany przez o. Zauwaz, ze f, o f. = fyor-

Zadanie 12. Méwimy ze tensor t € V®" jest antysymetryczny, jesli f,(t) =sgn(o)-t. Np. v@w—
w® v € V®? jest tensorem antysymetrycznym.

Zakladajac ze charakterystyka K jest réwna 0 pokaz, ze odwzorowanie Alt™ : V®" — V®" zadane
jako % desn sgn(o) - f, ma nastepujace wilasnosci:

a) jego obraz sklada sie dokladnie z tensoréw antysymetrycznych,

b) tensory antysymetryczne sg punktami statymi,

¢) jadro to doktadnie I N V®", gdzie I to zbidr z zadania 7.

Zadanie 13. (charK = 0) Niech Alt: T(V) — T(V) bedzie zadane w oczywisty sposob. Oznaczmy
przez A(V) jego obraz.

Uzasadnij, ze A(V) z dziataniem zadanym przez t A s := Alt(t ® s) jest K-algebrg izomorficzna z
A(V).
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Zadanie 14. Niech Q bedzie forma kwadratowg na V. Niech I, < T(V) sklada si¢ z tensoréw
postaci a(v ® v —Q(v)). Algebra Clifforda CI(V,Q) to iloraz T(V)/I,.
Sprawdz, ze CI(V,Q) jest K-algebra. (Uwaga: dla Q = 0 mamy CI(V,Q) = A(V).)

Zadanie 15. (Zakladajac ze charK # 2, jesli trzeba) sprawdz ze dim CI(V,Q) = dim A(V), pokazu-
jac, ze ma analogiczng baze.

Zadanie 16. Niech V =R a Q bedzie formg sygnatury (0, 1,0). Pokaz, ze CI(V,Q) = C.

Zadanie 17. Niech V = R?, a Q bedzie forma sygnatury (0, 2,0). Pokaz, ze CI(V,Q) jest izomor-
ficzna z kwaternionami.



