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Na tej liScie V jest skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad R, a ¢ — ustalong symetryczna
forma dwuliniowa na V. Macierz A jest dodatnio okreslona gdy v Av > 0 dla kazdego niezerowego v,
forma ¢ jest dodatnio okres$lona gdy ¢(v,v) > 0 dla kazdego niezerowego v. Dopetnienie ortogonalne
zbioru X C V to zbiér X wektoréw v € V takich ze Vx € X(¢(v, x) = 0).

Zadanie 1. Wyznacz zespolone i rzeczywiste postacie Jordana i bazy jordanowskie macierzy
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Zadanie 2. W bazie (b, b,) przestrzeni V endomorfizm F ma macierz (_1 1). Uzasadnij, ze

(b, +1i0, b, +1ib,) jest baza V; i oblicz macierz F; w tej bazie.
Zadanie 3. Przekonaj sie, ze jesli A, B sg zespolonymi macierzami, a v zespolonym wektorem takim
ze AB,Av maja sens, to AB = A- B i Av = Ay (tu sprzeZenie oznacza sprzezenie wyraz po wyrazie).
Zadanie 4. Sprawdz, ze je$li B jest bazq V iv € Vg, to [V]z = [v];.
Zadanie 5. Sprawdz ze dla dowolnych A, B € V zachodzi:

a) At <v, b) At = (LinA)*, ¢) AtnBt =(AUB)*, d)Ac@Aaht.
Zadanie 6. Sprawdz bezposrednim rachunkiem, ze A= (Z Z) jest dodatnio okreslona (tzn. spel-

nia v'Av > 0 dla kazdego niezerowego v € R%) wtedy i tylko wtedy gdy a > 0 i detA > 0. (Wska-
z6éwka: wylicz A dla tréjmianu kwadratowego ax? + 2bxy + dy?, traktujac y jako parametr.)

Zadanie 7. Dla A € M,,,,(R) uzasadnij, ze sa rownowazne warunki: a) kolumny A sa bazg ortonor-
malng (tzn. s baza i spelniaja v'w =0 gdy v #w lub 0 w p.p.), b) ATA=1, ¢) AAT =1, d) wiersze
A sg bazg ortonormalng.

Zadanie 8. Ustalmy P(X) = ZZ:O a,z* € C[X], F € End(V), v € V. Uzasadnij, ze
P(FC)(V) = (C_lo ldv +C_l1FC +...+ C_lan)(\_/)
i znajdz przyktad na to, zZe F; powyzej nie mozna zastapi¢ dowolnym G € End(V).

Zadanie 9. Podaj przyktad macierzy 4 x 4 ktérej jedynymi wektorami wtasnymi sa skalarne krot-
noéci nastepujacych wektoréw: (1,0,2,1)T, (—1,1,0,1)". Ile wartoéci wtasnych moze mieé¢ taka
macierz? (Zréb to zadanie nad R, jak i nad C.)

Zadanie 10. Oblicz:
a) exp(37) b) exp[¢(575)]-

Zadanie 11. Udowodnij, ze jesli A jest zespolong [rzeczywistg] macierza kwadratowa, to istnieje
odwracalna zespolona [rzeczywista] macierz P, taka ze AT = PAP™'. [Wsk. najpierw rozwiaz to
zadanie dla jednej klatki Jordana.]

Zadanie 12. Uzasadnij ze jezeli P jest macierza odwracalna, to A € M,,,,(K) ma ten sam rzad, co
PAPT.

Zadanie 13. Uzasadnij ze jezeli ¢ jest niezerowa symetryczng forma dwuliniowa, to istnieje taki v
ze o(v,v) # 0. (Wskazéwka: wez v, w takie ze o(v,w) # 0 i rozwaz (v +w,v +w).)

Zadanie 14.
a) Sprawdz ze kazda macierz A € M, ,(R) przedstawia sie jako suma A=A, +A,, gdzie A; =A]
1A, =—A].
b) Wywnioskuj stad ze kazda forma dwuliniowa jest suma pewnej formy symetrycznej i pewnej
formy antysymetryczne;j.
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Zadanie 15. Pokaz ze jezeli A jest dowolng macierza o wspoétczynnikach rzeczywistych (niekoniecz-
nie kwadratowa), to A" A jest dodatnio pdtokreslona, tzn. zwigzana z nig forma dwuliniowa spelnia
o(v,v) = 0.

Zadanie 16. Zbiér symetrycznych macierzy 2 x 2 jest przestrzenig liniowg. Wyznacz jej wymiar, a
nastepnie naszkicuj jak wyglada podzbiér ztozony z macierzy dodatnio okreslonych.

Zadanie 17. Uzasadnij lub obal:
a) jezeli macierz 3 x 3 ma dodatnie wyrazy, to jest dodatnio okres$lona,
b) suma macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona,
¢) iloczyn macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslony.

Zadanie 18. Podaj przyklad symetrycznej formy dwuliniowej ¢ i dwdch wektoréw izotropowych
v,w (tzn. speliajacych ¢(v,v) = o(w,w) = 0), takich ze (v +w,v +w) # 0.

Zadanie 19. Zbadaj, czy ¢ jest formg dwuliniowg na M,,,,(R), a jezeli tak, rozstrzygnij, czy jest
symetryczne, dodatnio okreslone, gdzie ¢(A,B) =
a) tr(AB) b) det(AB), ) tr(ABT) d) tr(A+B).

Zadanie 20. Dla formy dwuliniowej ¢ piszemy q,(v) = ¢(v,v) (g, to forma kwadratowa stowarzy-
szona z ). Zatozmy ze @ jest symetryczna. Np. rozwijajac q, (v +w, v +w), znajdz wzor pozwalajacy
odzyskac ¢ z q,,.

Zadanie 21. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego R® w siebie ktére ma nieskoniczenie wiele
podprzestrzeni niezmienniczych.

Zadanie 22. Czy istnieje F : V — V, takie ze dim(3;; ., V) =2, jedli (@) V=R*? (b) V =R"?

Zadanie 23. Wykaz, ze dla A € M,,.,(C) zachodzi wzdr detexpA = ™.
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Zadanie 24. Oblicz exponens macierzy: _0 g 2 11) ; (a -Bbl a J} bi)‘ Poréwnaj wyniki.
0 0 —=b a

[a,b €R]

Zadanie 25. ZnajdZ mozliwie duzo funkcji f : R — R spelniajacych warunki f” = 4f'—4f, f(0) =1,
f(0)=3.

Zadanie 26. Zalézmy ze v,w € C" sg niezerowymi wektorami. Udowodnij zZe istnieje (zespolona)
macierz symetryczna A taka ze Av = w.



