Algebra liniowa 2 R. Lista 8

Na tej liscie F jest endomorfizmem skoniczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V. Prgypomnienie:
przestrzen pierwiastkowa V* sktada sie z tych v € V, ge (F —A)¥(v) = 0 dla pewnego k. Macierz jest
nilpotentna gdy pewna jej potega jest zerowa, podobnie endomorfizm.

Zadanie 1. Zbadaj diagonalizowalnos¢ macierzy:

1 0 -1 3 -1 1
al2 o 2|, |2 0o 2
2 -1 4 0 0 2

Zadanie 2. Udowodnij, Ze je$li macierz gérnotrdjkatna ma parami rézne wyrazy na przekatnej, to
jest ona diagonalizowalna.

Zadanie 3. Ustalmy parami rézne A;,1,,15 € C. Ile jest macierzy A € Mg, (C) w postaci Jordana,
ktérych wyrazy na przekatnej to dokladnie one?

Zadanie 4.

Znajdz postacie Jordana i bazy jordanowskie dla macierzy:

0O 0 0 O 0 01 O 0O O O O 0 0O 01
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 O 0O 0 O O
D10 00 0 1o 0 0 o D11 —1 0 o0 D11 10 o0
0 0 0 O 0 0 0 O 1 1 1 0 0O 0 0 O
Zadanie 5. Rozwiaz w M,,,(C) réwnania macierzowe: (a) A> = (gi); (b) A% = jé) (wskazdwka:
zacznij od zbadania mozliwych postaci Jordana A).
A1
21 0
A1

Zadanie 6. Wyprowadz wzdr na n-tg potege klatki Jordana J, 4 := e
0 e
2

d

Zadanie 7. Podaj przykltad macierzy A € M;,5(R), ktérej zaden wyraz nie jest réwny 0, ale A*> = 0.
Zadanie 8. Uzasadnij, ze jesli A€ M, ,(R) spelnia A'°°% = 0, to réwniez A" = 0.

Zadanie 9. O pewnej macierzy A wiadomo, Ze ma posta¢ Jordana

1 1 0 00
01 00O
J=|0 0 2 1 O
0 0 0 21
0 0 00 2

ktérej odpowiada baza Jordanowska b, b,, bs, by, bs. Znajdz posta¢ Jordana i baze Jordanowska
2-A

Zadanie 10. Udowodnij, ze je$li A € M,,,,(C), AN = I, to A jest diagonalizowalna, a jej warto$ci
wlasne sg pierwiastkami z jedynki stopnia N.

Zadanie 11. Wyznacz przestrzenie wlasne i przestrzenie pierwiastkowe odwzorowan F,, dla A=

0 -2 3 2 0 1 -1 1

2 -1 2
11 -1 -1 -1 2 -1 1
2) _51 _03 _32 Plo o 2 o 9111 1 o
1 -1 0 1 -1 1 0 1
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6 -9 5 4 2 1 3 -2
7 —13 8 7 2 1 2 -2
Dig —17 11 8 1.3 1 4 —
1 —2 1 3 2 1 2 -1

Zadanie 12. Pokaz, ze jesli A € M,,,(K) spelia Av = Av, to dla W(X) € K[X] zachodzi W(A)v =
W(A)v.

Zadanie 13. Co wiadomo o postaci Jordana zespolonej macierzy A, jeéli: (a) A2 =I; (b) A2 =A4; (c)
A =A%

Zadanie 14. Niech F : V — W. Uzasadnij, ze mozna dobra¢ bazy: B przestrzeni V i C przestrzeni
W, tak aby m’é(F) miata jedynki na miejscach (1,1),(2,2),...,(k,k) (gdzie k = rk(F)), a zera na
wszystkich pozostatych miejscach. Wywnioskuj, ze jesli A € M,,,,,(K), to istnieja odwracalne ma-
cierze P € M,,.,(K), Q € M,,.,(Q), takie ze PAQ™! € M,,,,,(K) jest diagonalna (tzn. ma niezerowe
wyrazy tylko na gtéwnej przekatnej).

Zadanie 15. Udowodnij, ze dla dowolnych A, B € M,,,.,(R) zachodzi y,5(x) = yga(x).

Zadanie 16. Niech N € M,,,.,(C) bedzie nilpotentna. Czy kazdy niezerowy wektor z C" jest elemen-
tem pewnej bazy jordanowskiej N?

Zadanie 17. Niech A bedzie macierza 10 x 10 spekniajaca A*> = 0, za$ B niech bedzie macierza
10 x 10 ktdrej kazdy wyraz jest réwny 1. Udowodnij, ze det(A+ B) = 0.

Zadanie 18. Udowodnij, ze dowolne dwie odwracalne macierze zespolone tego samego rozmiaru
mozna polaczy¢ ciagla krzywa odwracalnych macierzy zespolonych. Innymi stowy: dla dowolnych
odwracalnych A, B € M,,(C) istniejq ciagle funkcje u;;: [0,1] — R, w;;: [0,1] — R, takie ze macierz
A(t) = (u;(£)+iw;;(t)) € M, (C) jest odwracalna dla kazdego t € [0, 1], a ponadto A(0) = A, A(1) = B.

(Wskazdwka: pokaz, ze macierz w postaci Jordana mozna potaczy¢ z diagonalna, a diagonalng z
identyczno$ciowa. Nastepnie rozwaz P A(t)P.)



