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Zadanie 1. Znajdz postacie Jordana (najlepiej nie wyznaczajac baz jordanowskich) dla macierzy:

L1 ) 0100 ...0
0010 0

al4 =7 8] |1 —4 9|0 01 1 . _ _
6 —7 7 —4 0 5 : (1)0(3)0 1
000 1 100 0 0

Zadanie 2. Sprawdz, ze przeksztalcenie R,[X]> P — P’ € R,[X] jest nilpotentne (tzn. pewna jego
potega jest zerowa). Wyznacz jego posta¢ Jordana i baze jordanowska.

Zadanie 3. Podaj przykiad takiej macierzy A € M,,,(F,) ktéra jest w postaci Jordana, nie diagona-
lizuje sie, ale spetnia AN = I dla pewnego N. Poréwnaj to z zadaniem 10 z poprzedniej listy.

Zadanie 4. Niech F bedzie endomorfizmem V, za$ B baza V. Wykaz, ze F jest diagonalizowalne
<= mg(F) jest diagonalizowalna.

Zadanie 5. Wykaz, ze jeéli dla G : V — V mamy ker(G*) = ker(G**1), to V°(G) = ker(G*). Wywnio-
skuj stad, ze jesli dla F : V — V mamy ker((F — A)*) = ker((F — 2)*™1), to VA(F) = ker((F — A)X).

Zadanie 6. Udowodnij, ze jesli N jest nilpotentnym endomorfizmem V, to liczba klatek s x s w

postaci Jordana N wynosi 2 dim ker N°* —dim ker N*~! —dim ker N**!. Nastepnie powiedz czym bedzie
dimker F* — dimker F*~! — dim ker F**! dla niekoniecznie nilpotentnego F.

Zadanie 7. Udowodnij, ze jesli F,G:V — V,oraz F o G = Go F, to dowolna (a) przestrzen wtasna
V,(F); (b) przestrzen pierwiastkowa V*(F); jest G-niezmiennicza.

Zadanie 8. Nie uzywajac twierdzenia Jordana uzasadnij, Ze yy(x) = (—x)" <= F jest nilpotentne
(gdzie F € End(V), n = dimV).

Zadanie 9. Zalézmy, ze k jest liczbg naturalna, a v € V spelnia Fv # Fk*ly = 0. Wykaz, ze wtedy
uktad (v, Fv,F?v,...,Fv) jest bazg niezmienniczej podprzestrzeni VO < V.

Zadanie 10. Wyznacz postacie Jordana i bazy jordanowskie dla macierzy z zadania 11 z listy 8.

Zadanie 11. Podaj przyktad macierzy, ktérej wielomian charakterystyczny to x? — 12x + 36, a
wszystkie wektory wlasne sg postaci t( _23), teR.

Zadanie 12. Znajdz posta¢ Jordana macierzy A, wiedzac ze y,(x) = (3 —x)*(2 + x), rk(A—3I) = 2.
Czy da sie to zrobi¢, jesli rk(A—3I)=1,3,4?

Zadanie 13. Rzeczywista macierz A o wielomianie charakterystycznym y,(x) = (1 — x)°(2 — x)
speia:

1 1.0 0 0 O 0 010 0 0 0 000 O
01 1 0 0 0 0 000 0 O 0 000 O
o o 1 0 0 o0 ,. |0 oo0oo0o 0o o, s |0 000 O
A=lo 3 11 1 oA =]l0o 030 0 of¥“ V=0 000 o0
00 0 0 1 0 0 000 0 O 0 000 O
-1 1 3 0 —4 2 -1 0 4 0 —4 1 -10 3 0 —4

Wyznacz posta¢ Jordana i baze Jordanowska dla A.
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Zadanie 14. Przypomnij sobie, Ze liczba A-klatek w postaci Jordana jest réwna dim V;. Niech

o 1 o .. O 0

o o 1 ... O 0

0o 0 o .. O 0
A:

0o 0 o .. O 1

a;, a, dz ... G, a,

gdzie ay,...,a, sa pewnymi liczbami zespolonymi. Udowodnij, Ze w postaci Jordana macierzy A
kazdej wartosci wiasnej odpowiada dokladnie jedna klatka Jordana.

Zadanie 15. Powiaz poprzednie zadanie z faktem, ze jesli mamy (liniowy) wzdr rekurencyjny,
taki ze A jest dokladnie k-krotnym jego pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to ciagi
At At .., nkTIAm (lub, jesli wolisz, (§)A"0, ()AL, .., (.";)A" 1) sa doktadnie tymi fundamen-
talnymi rozwigzaniami danej rekurencji, w ktérych wystepuje A.

Zadanie 16. W turnieju tenisowym bierze udziat 8 zawodnikéw o numerach startowych od 1 do
8. Turniej jest rozgrywany systemem pucharowym. Po turnieju zdefiniowano macierz A € Mg, (R):
a;; = 1 jesli i-ty zawodnik grat i wygrat z j-tym; a;; = 0 w przeciwnym wypadku. Uzasadnij, ze
macierz A jest nilpotentna i wyznacz jej posta¢ Jordana.

Zadanie 17.
a) Udowodnij, ze dla dowolnych dwdch wielomianéw P, Q mamy P(F) o Q(F) = Q(F) o P(F).
b) Udowodnij, ze jeSli G : V — V, Fo G = G o F, to dla dowolnego wielomianu P zachodzi
P(F)oG=GoP(F).

Zadanie 18. Z twierdzenia Jordana wywnioskuj twierdzenie Cayleya-Hamiltona, tzn. ze dla A €
M,,,(K), K algebraicznie domkniete, zachodzi y,(A) = 0.

Zadanie 19. Udowodnij, ze dowolny endomorfizm F zespolonej przestrzeni liniowej mozna przed-
stawi¢ w postaci S + N, gdzie S,N sa liniowe, S jest diagonalizowalne, N jest nilpotentne, oraz
SoN =N oS. Czy przedstawienie takie jest jednoznaczne?

Zadanie 20. W zalozeniach i oznaczeniach poprzedniego zadania: udowodnij, ze istnieja wielo-
miany P, Q, takie ze S = P(F), N = Q(F).

Zadanie 21. Niech A€ M, ,(C). Udowodnij, ze A" =0 < tr(A) =tr(A%) =...=tr(A") = 0.



