Algebra liniowa 2 R (konwersatorium 2 o teorii kategorii)

Definicja. Kategoriq nazywamy zbiér! @ obiektéw, wraz z przyporzadkowaniem kazdej
parze obiektéw A, B zbioru? Hom(A, B) morfizméw A — B (ktére nie musza by¢ funkcjamil)
o nastepujacych wilasnosciach:

* Dla f € Hom(A, B), g € Hom(B, C) mamy dobrze okre$lone g o f € Hom(A, C).

* o z poprzedniego podpunktu jest taczne, tzn, dla f € Hom(A, B), g € Hom(B,C),h €
Hom(C, D) zachodzi ho(gof)=(hog)of.

* Dla wszystkich obiektéw A mamy wyréznione morfizmy id, € Hom(A,A), takie ze
dla dowolnego f € Hom(A, B) zachodzi f =idgof = f oid,.

Przyklady.  kategoria zbioréw: obiekty to zbiory, Hom(A, B) to funkcje A — B;

» kategoria przestrzeni liniowych nad K: Hom(A, B) to odwzorowania K-liniowe A —
B;

* jezeli X jest dowolnym zbiorem, to mamy kategorie dyskretna, ktérej obiektami sg

elementy X, a Hom(X,Y) = {0 X£Y

* jezeli P = (P, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym, to mamy kategorie ktérej
obiektami sg elementy P, a

{id,} p=gq
Hom(p,q) =1 {*x} p<gq
) p%q,

gdzie x jest wyréznionym elementem.

* Jezeli ¥ jest kategoria, a A jej obiektem, to mamy kategorie 6,, ktorej obiektami
sq morfizmy B - Aw ¥, a dla f € Hom(B,A), g € Hom(C,A), morfizm f — g to
h € Hom(B,C) taki ze f = goh.

Zadanie 1. Przekonaj sie, ze powyzsze przyklady sa kategoriami.
Zadanie 2. Sprébuj wymysli¢ inne przyktady kategorii.
Przyklad. Méwimy ze diagram
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tak naprawde niekoniecznie zbiér; kategorie w ktérych to jest zbiér nazywamy matymi
2... na ogdt; jezeli chcemy doprecyzowaé, ze tak jest, méwimy ze kategoria jest lokalnie mata
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jest diagramem przemiennym (w kategorii €), jezeli A,B,C sg obiektami ¥, f,g,h sa
odpowiednimi morfizmami i obydwie drogi dojscia z A do C sa réwne, tzn. h=go f.

Zadanie 3. Sprébuj wymysli¢, co oznacza przemienno$¢ diagraméw:

f
A — A, a—Lsa

b el L

B2y, a-tsa

Sprébuj uogdlnic.

Definicja. Méwimy ze morfizm f € Hom(A, B) jest izomorfizmem jezeli istnieje morfizm
g € Hom(B,A) taki ze f o g =idg i g o f =id4. Innymi stowy, diagram

WG AT B Did

jest przemienny.
Zadanie 4. Opisz czym sa izomorfizmy w kategoriach opisanych powyze;.

Definicja. Méwimy zZe morfizm f € Hom(A, B) jest monomorfizmem jesli dla dowolnego
Cigy,82 €Hom(C,A), jesli f o gy =f ogy, to g = go.

Podobnie, méwimy ze f jest epimorfizmem, gdy dla dowolnego C i g1, g, € Hom(B, C),
jeSligiof =gyof,t0 g =gy

Zadanie 5. Sprawdz ze kazdy izomorfizm jest monomorfizmem i epimorfizmem.
Zadanie 6. W kazdej z kategorii powyzej rozpoznaj monomorfizmy i epimorfizmy.

Zadanie 7. Czy kazdy morfizm, ktéry jest monomorfizmem i epimorfizmem jest izomor-
fizmem?



