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Q jest zwykle formg kwadratowa na skonczenie wymiarowej przestrzeni V, a ¢ forma dwuli-
niowa. Wektor v € V nazywamy izotropowym, jesli Q(v) = 0. Zakladamy, ze 1 + 1 # 0. Forma
kwadratowa na rzeczywistej przestrzeni liniowej jest dodatnio/ujemnie pétokreslona, jesli jest nie-
ujemna/niedodatnia na kazdym wektorze, a ujemnie okreslona, je$li Q(v) < 0 dla v # 0.

Zadania o formach kwadratowych tatwo sie thumacza na zadania o formach symetrycznych (ale
zwykle jest wtedy wiecej pisania) — jezeli wolisz, mozesz je rozwigzywac w tej formie.

Zadanie 1. Udowodnij ze dla dowolnej symetrycznej formy dwuliniowej ¢ mamy LinA € A, a
jezeli ¢ jest dodatnio okreslona, to zachodzi réwnos¢.

Zadanie 2. Znajdz m®?(Q)dlaQ((x,y,2z)") = x*>+5xy+3yz+yx—222iB =((1,0,1)7,(-1,-1,1)7,(0,1,3)").

Zadanie 3. Sprowadz (np. metoda Lagrange’a) do postaci diagonalnej formy
a) x1x, +x3,
b) X3 +2x, x5 + 2x2 + 4xyx3 + 5x3,
C) X1Xg +X1X5+ XoX5+ x%,
d) X735 + X5x5 + X34 + X4Xq,
e) iy X7+ lei<an XX

Zadanie 4. Dla jakich warto$ci A nastepujace formy sq dodatnio okreslone:
a) 5x7 + x3 4+ Ax3 4+ 4x1xy — 2X1 X3 — 2X5X3;
b) 2x2 + x5 + 3x3 + 22Ax, x5 + 2X X3;
c) x% + x% + 5x§ + 24X X9 — 2X1 X5 + 4X5X3;
d) x2 + 4x2 + X3 + 2%, x5 + 10X, x5 + 6x5X3;

Zadanie 5.
a) Uzasadnij, ze obciecie formy kwadratowej do podprzestrzeni jest formg kwadratowa.
b) Ogdlniej, uzasadnij, ze jesli F : W — V jest liniowe, za§ Q: V — K jest forma kwadratowa, to
QoF : W — K jest forma kwadratowa.
¢) Zréb to samo dla form dwuliniowych (symetrycznych, dodatnio okreslonych).

Zadanie 6. Wyznacz symetryczng forme dwuliniowa zwigzana z formg kwadratowa x;x, + x,x5 +
X3

Zadanie 7. Zalézmy ze A, B sa symetrycznymi macierzami rzeczywistymi. Uzasadnij ze:
a) jesli A, B sa dodatnio okreslone, to A+ B jest dodatnio okresSlona,
b) AB jest symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy AB = BA. Podaj przyklad takich dodatnio okre-
slonych A, B, ktére tego nie spehiajg.
Uwaga: Jesli A, B sq dodatnio okreslone i przemienne, to AB tez jest. To bedzie mozna wywnio-
skowaé za jakis czas z twierdzenia spektralnego.

Zadanie 8. Uzasadnij, ze jezeli A jest rzeczywistg macierza, ktérej kolumny tworza baze ON, to jej
wiersze tez tworza baze ON.

Zadanie 9. Uzasadnij ze jezeli P jest macierza odwracalna, to A € M,,,,(K) ma ten sam rzad co
PAPT.

Zadanie 10. Rozwazmy forme symetryczna ¢. Czy jest prawda, ze warto$ci wlasne macierzy m®5 (o)
nie zalezg od wyboru bazy B?

Zadanie 11. Na przestrzeni V = R,[x] rozwazamy forme symetryczna ¢(P,Q) = fol P(t)Q(t)dt.
Znajdz baze ON V, gdy:
a)n=1, b) n=2, ¢) n=3.

Zadanie 12. Czy jest prawda, ze symetryczna rzeczywista macierz A jest dodatnio poétokreslona
(tzn. (VX)(X TAX > 0)) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej minory gtéwne (nie tylko wiodace!)
sq nieujemne?
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Zadanie 13. Podaj kryterium ujemnej okreslonosci rzeczywistej macierzy analogiczne do kryterium
Sylvestera.

Zadanie 14. Pokaz ze jesli ¢ jest niedegenerowang symetryczna formg dwuliniowg na (skonczenie
wymiarowej) zespolonej przestrzeni liniowej V, to istnieje taka baza B, ze m®8(¢p) = I. Wskazéwka:
nasladuj proces Grama-Schmidta, lub uzyj tw. Lagrange’a o diagonalizacji.

Zadanie 15. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze kazda odwracalna zespolona macierz A jest
postaci PPT dla pewnej macierzy odwracalnej P.

Zadanie 16.
a) Znajdz przyklad symetrycznej formy dwuliniowej ¢ na R® i baz B = (by, by, b3), C = (c;,¢5,¢3)

takich ze
1 0 O
m®(@)=m““(@)=|0 -1 0|,
0O 0 O

ale b, i ¢; ani b, i c, nie sg wspolliniowe.
b) Rozstrzygnij czy dla B, C jak w poprzednim podpunkcie bs, c; muszg by¢ wspdtliniowe.

Zadanie 17. Zalézmy, ze funkcja Q : V — K spelnia warunki: (a) (v,w) — %(Q(v+w)—Q(v)—Q(w))
jest forma dwuliniowa; (b) (Vv € V)(Q(—v) = Q(v)). Udowodnij, ze Q jest forma kwadratowq. Czy
warunek (b) jest istotny?

Zadanie 18. Uzasadnij, ze rzeczywista forma kwadratowa jest dodatnio pétokreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy jej macierz da sie zapisa¢ w postaci M M dla pewnej macierzy M. Mozliwie podobnym
warunkiem scharakteryzuj macierze dodatnio okreslone.

Zadanie 19. Zalézmy, ze zbiér wektoréw izotropowych jest podprzestrzenig. Wykaz, ze wtedy (a)
Q jest potokreslona; (b) jesli v,w € V, przy czym v jest wektorem izotropowym, to Q(v,w) = 0.

Zadanie 20. Niech Q bedzie formg kwadratowa na przestrzeni R,[X]. Czy zawsze istnieje W €
R,[X], taki ze dla kazdego P € R,[X] zachodzi Q(P) = fol P(x)*W(x)dx?

Zadanie 21. Ze skonczonym grafem (niezorientowanym, bez krawedzi wielokrotnych, bez petli),
wigzemy macierz (a;;): numerujemy wierzchotki grafu i ktadziemy a;; = —1 jesli i-ty i j-ty wierz-
chotek sg potaczone krawedzig, a;; = 0 jesli nie sg, oraz a; = 2 dla kazdego i. Znajdz wszystkie
grafy dla ktorych dostaje sie dodatnio okreslong macierz.



