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Na tej liscie V jest dowolng przestrzenig euklidesowa lub unitarng (chyba Ze jest napisane inaczej).
Zadanie 1. Sprawdz wtasnosci:

a) (A+B)"=A"+B", b) (AB)" = B*A", Q) (A =),
d) A=A, e) detA* = detA.
Zadanie 2. Sprawdz réwnowazno$¢ warunkéw dla A € M,,,,(C):
a) Al =A%, b) kolumny A tworza baze c¢) wiersze A tworza baze ON.
ON,

Zadanie 3. Przekonaj sie ze V/C ma baze ON wzgledem ¢ (hermitowskiej) wtedy i tylko wtedy
gdy ¢ jest dodatnio okreslona. (To znaczy: ze dowdd dla form symetrycznych dziata, by¢ moze po
poprawce w postaci zamiany kolejnosci argumentéw, lub dopisania sprzezenia.)

Zadanie 4. Przekonaj sie ze jezeli ¢ jest hermitowska i ¢y, jest niezdegenerowana, toV =We W=,
(To znaczy: ze dowdd dla form symetrycznych dziata, po poprawkach jak wyzej.)

Zadanie 5. Uzupehij do bazy ortogonalnej: (@) {(1,-2,2,—3)",(2,—3,2,4)"}; ®) {(3, 3,3, )7, (3, 3,—1,—

Zadanie 6. Znajdz ortogonalng baze podprzestrzeni
a) Lln((l,v 2: 27 _1)T: (1) ]-7 _5; B)T’ (3; 21 8: _7)T)9
b) Lin((2,1,3,-1)",(7,4,3,-3)",(1,1,-6,0)7,(5,7,7,8)").

Zadanie 7. Wyznacz baze Lin((1,0,2,1)7,(2,1,2,3)7,(0,1,—2,1)")*.

Zadanie 8. Znajdz rzut prostopadty wektora (5,2,—2,2)naW =Lin((2,1,1,—-1)",(1,1,3,0)7,(1,2,8,1)7)

inawt,

Zadanie 9. Udowodnij nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza i trdjkata (w dowolnej przestrzeni eu-
klidesowej i unitarnej). (Wskazdéwka: sprowadz je do nieréwnosci na R"/C", lub jeszcze lepiej, do
R?/C?, zauwazajac, ze kazda dwuwymiarowa przestrzen euklidesowa/unitarna jest izomorficzna z
R2/C? ze standardowym iloczynem skalarnym.)

Zadanie 10. Zadaj uktadem réwnan dopelnienie ortogonalne przestrzeni zadanej ukladem

le _3X2 +4X3 —SX4 =0
3X1 —x2 + 11XS - 13.X4 =0
4x,+ x9 +18x3—23x, =0

Wskazéwka: przedstaw wyjsciowq przestrzen jako dopetnienie ortogonalne pewnego uktadu wektorow.

Zadanie 11. Wyznacz odlegtos¢ punktu (3,3,—4,2)" od podprzestrzeni zadanej uktadem réwnan
X1+ 2x5+x3—x4 =0, x; +3x5+x3—3x, = 0. (Tzn. odlegto$¢ od rzutu ortogonalnego, por. zadanie
18.)

Zadanie 12. Napisz w bazie standardowej macierz rzutu prostopadtego na podprzestrzen zadang
réwnaniem x; —2x, + x5 —3x, = 0.

Zadanie 13. Rozwazmy przestrzen R;[X ] z iloczynem skalarnym (P,Q) = f_ll P(x)Q(x)dx. Zastosuj
proces Grama-Schmidta do uktadu (1,X,X?). Znajdz odlegto$¢ X od podprzestrzeni Ry[X ].

Zadanie 14. Udowodnijlub obal (W, U, Z to dowolne podprzestrzenie, za$ A, B — dowolne podzbiory
V):

a) ( W+U)r=wtnut; b) AC (AM)*!; ) WuU)r=wtuut;

d A=A =A<V, e) (AnB)t =A* +B*.
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Zadanie 15. Sprawdz ze kazdy uklad ON w przestrzeni euklidesowej lub unitarnej rozszerza sie
do bazy ON. Wskazowka: najpierw rozszerz do dowolnej bazy.

Zadanie 16. Niech 7, : V — W bedzie rzutem ortogonalnym na podprzestrzen przestrzeni eukli-
desowej/unitarnej V. Pokaz ze:

a) (V) < Ivl,

b) |v—my (v)| minimalizuje |v —w| dlaw e W.
Wskazdéwka: zacznij od wybrania bazy ON dla W.

Zadanie 17. Niech W,U < V. Czy jest prawda, ze (@) 7y, © 7y = Ty ? (b) Ty + e =id?

Zadanie 18. Niech W < V, za$ B niech bedzie baza ortonormalng przestrzeni euklidesowej V.
Udowodnij, ze kazdy wyraz macierzy mg(7y,) jest co do modutu nie wiekszy niz 1.

Zadanie 19. Wykaz, ze suma kwadratéw dlugosci rzutéw wektorow dowolnej bazy ortonormalnej
na k-wymiarowgq podprzestrzen jest réwna k.

Zadanie 20. Uzasadnij, ze jesli W,U sa podprzestrzeniami przestrzeni euklidesowej V, za$ x €
w+ W, y € u+ U punktami, to: d(x,y) = min{d(a,b) :aew+W,bcu+U} < (x—y L
WIA(x—y L U)).

Zadanie 21. Niech W, U beda podprzestrzeniami V. Niech Z = (W + U)*, x ew+ W, y € u+ U.
Uzasadnij, ze odleglos¢ zbioréw w + W, u+ U wynosi |7w;(x — y)|. (Odleglo$¢ zbioréw A, B to
X1 +3xy+X3+x4=3

X1 +3xy—Xx3+2x4=06

inf{d(a, b) : a €A, b € B}. Oblicz odlegtos¢ zbioru rozwigzan uktadu od

zbioru (0,2,6,—5)" +Lin((=7,1,1,1)",(-10,1,2,3)").

Zadanie 22. Niech Q bedzie forma kwadratowg na przestrzeni wymiaru n, zas A macierza Q w
pewnej bazie. Zat6zmy, ze minory gléwne 4,,..., 4, sa wszystkie niezerowe. Niech s oznacza liczbe
zmian znaku w ciggu 1,4,,...,4,. Udowodnij, ze sygnatura Q to (n—s,s). [Wsk. zaadaptuj dowdd
kryterium Sylvestera.]

Zadanie 23. Formy kwadratowe Q, Q' na przestrzeni liniowej V nazywamy liniowo réwnowagnymi,
jesli istnieje odwracalne przeksztatcenie liniowe F : V — V, takie ze Q' = Q o F. Uzasadnij, ze Q, Q’
s liniowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy majq te samg sygnature.

Zadanie 24. Jaki jest maksymalny mozliwy wymiar izotropowej podprzestrzeni (tzn. podprze-
strzeni, ktorej kazdy wektor jest izotropowy) w przestrzeni liniowej wymiaru n z formg kwadratowa

sygnatury (p,q)?

Zadanie 25. W przestrzeni C[0,1] funkcji cigglych na przedziale [0,1] z iloczynem skalarnym
(f,g) = folf(x)g(x)dx wyznacz dopehienie ortogonalne podprzestrzeni {f € C[0,1]: f(0) = 0}.



