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Na tej liscie V jest dowolng przestrzenig euklidesowa lub unitarng (chyba Ze jest napisane inaczej).
T : V — V jest przeksztalceniem liniowym. Przeksztalcenie samosprzezone T nazywamy nieujemnie
okreslonym, jesli (Yv € V)({Tv,v) = 0) (a dodatnio okreslonym, jesli dla niezerowych v nieréwnos¢
jest ostra).
Zadanie 1. (V unitarna) Uzasadnij, ze jeSli T jest samosprzezone, to dla kazdego v € V liczba
(Tv,v) jest rzeczywista (nie korzystajgc z twierdzenia spektralnego!). Wywnioskuj stad ze warto$ci
wlasne T sa rzeczywiste.

Zadanie 2. Zdiagonalizuj w bazie ortonormalnej macierze:
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Zadanie 3. Znajdz rozklad singularny macierzy:
1 1
a O -1 1 1 i O
oG W) () el (2 4 7)

Zadanie 4. Zdiagonalizuj formy kwadratowe w bazie ortonormalnej. (Znajdz baze ortonormalng
w ktérej forma jest diagonalna, i posta¢ formy we wspdlrzednych zwigzanych z ta baza; wyjasnij
jak zamienia¢ te lepsze wspétrzedne na standardowe, i odwrotnie. Formy sg okre$lone na R" ze
standardowym iloczynem skalarnym i podane w standardowych wspétrzednych)

a) 2X1X5 — 6X7X3 — 6XyX4 + 2X3X,; b) 9x2+5x5+5x3+8x]+8x,x3—4x,X,+4X3Xy;

Zadanie 5. Niech C = (b,, b; + b,), gdzie B = (b;, b,) jest baza ortonormalng V; niech mj(T) =
(11721). Znajdz mq(T*) oraz mq(T)*.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze jezeli macierze A, B diagonalizuja sie we wspdlnej bazie, to s przemienne
(tzn. AB = BA).

. , . (2 1\(2 O 2 0\(/2 1 . . . .
Zadanie 7. Sprawdz ze (1 2) (0 1) # (0 1) (1 2) Wywnioskuj stad i z poprzedniego za-

dania, ze dodatnio okre$lone macierze na ogot nie diagonalizuja sie we wspdlnej bazie.

Zadanie 8. Sprawdz ze dla kazdej (niekoniecznie kwadratowej) A € M,,,,,(C), v € C* i w € C™
zachodzi
(v,Aw) = (A*v, w).

Zadanie 9. Udowodnij wzory polaryzacyjne, dla Q(v) = ¢(v,v):
a) jezeli ¢ jest forma symetryczng: (v, w) = w;

b) jezeli ¢ jest forma hermitowska: (v, w) = %Z?:o i7Q(v +ilw).

Zadanie 10. Podaj przyklad tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej V, samosprzezonego T: V —
V, oraz bazy V zlozonej z parami nieprostopadlych wektoréw wtasnych T.

Zadanie 11. Niech T = T*. Udowodnij, ze wektory wlasne T odpowiadajace réznym warto$ciom
wlasnym sg prostopadte (nie korzystajac z twierdzenia spektralnego).

Zadanie 12. Udowodnij, ze jesli U : V — V jest przeksztalceniem unitarnym, za§ T = T*, to UTU*
jest samosprzezone.
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Zadanie 13. Niech T = T*. Udowodnij, ze T jest nieujemnie okre$lone wtedy i tylko wtedy, gdy
o(T) c[0,+00).

Zadanie 14. Uzasadnij ze kazda forma hermitowska/rzeczywista symetryczna diagonalizuje sie w
bazie ON. Wskazowka: rogwaz F takie ze (v, F(w)) = @(v,w).

Zadanie 15. Uzasadnij, ze jezeli S, T € End(V) sgq samosprzezone i przemienne, to diagonalizujg
sie we wspdlnej bazie ortonormalnej. Udowodnij tez implikacje odwrotng (tzn. ze jesli S, T diago-
nalizujg sie¢ we wspdlnej bazie, to sa przemienne). Wskazowka: skorgystaj z faktu, ze przemienne
endomorfizmy zachowujq wzajemnie przestrzenie wlasne.

Zadanie 16. Sprawdz ze formy symetryczne ¢ 1(x,y) = X1 — X35 1 ¢2(x,y) = x1¥5 + x5y, Na
R? nie diagonalizuja sie we wspdlnej bazie (wystarczy sprawdzi¢, ze dwa nieizotropowe wektory
ortogonalne wzgledem ¢ ; nie sg ortogonalne wzgledem ¢ ).

Zadanie 17. Uzasadnij ze jezeli ¢;, ¢, s hermitowskie/symetryczne, a ponadto ¢, jest dodatnio
okreslona, to istnieje taka baza B ze m®8(¢p,) =11 m®8(¢p,) jest diagonalna. W szczegdlnosci ¢,, @,
diagonalizuja sie we wspdlnej bazie. Wskazowka: rozwaz V jako przestrzen unitarng/euklidesowq z
iloczynem skalarnym (—,—) = ¢,.

Zadanie 18. Wywnioskuj z poprzednich zadan, ze jezeli A, B sa macierzami hermitowskimi i A jest
dodatnio okre$lona, to istnieje odwracalna P taka ze PAP* i PBP* sg diagonalne, ale by¢ moze dla
kazdej odwracalnej Q jedna z macierzy QAQ ™!, QBQ ! nie jest diagonalna.

Zadanie 19. Udowodnij, ze jeSli T = T*, to sup{|Tx|: x € V,|x| < 1} = sup{|{Tx,x)| : x € V,|x| <
1}. (Lewq strone tej réwnos$ci nazywamy normgq przeksztalcenia T i oznaczamy |T|.)

Zadanie 20. Zalézmy ze A jest macierza samosprzezong i A = PDP*, gdzie D ma na przekatnej
U1, tas - - - » Uy Opisz warto$ci singularne A i opisz jej rozktad singularny.

Zadanie 21. Niech V bedzie przestrzeniag euklidesowa. Udowodnij, ze kazdy f € V* jest postaci
(-,¥) (dla pewnego y € V), rozwazajac odwzorowanie V > y — (-, y) € V*. (Wsk. pokaz, ze to
odwzorowanie jest liniowe i réznowartoSciowe — wywnioskuj, ze jest na. Czy ten argument dziata
dla przestrzeni zespolonych?)

Zadanie 22. Niech @: V — V* bedzie antyizomorfizmem zadanym wzorem @(v)(w) = (v,w).
Zauwaz ze jezeli G = T*, tzn. dla kazdych v,w (v, T(w)) = (G(v),w), to ®oGo @' = T*, tzn. dla
v € V* mamy @ o G o @ (v*)(w) = v(T(w)).
Wywnioskuj ze dwie definicje F* sie zgadzajg (z dokladnoscig do utozsamienia V i V* przez @).

Zadanie 23. (V unitarna) Udowodnij, ze jesli (Vv € V)({Tv,v) =0), to T = 0. Czy jest to prawdg
rowniez w przypadku rzeczywistym?

Zadanie 24. (V unitarna) Przeksztalcenie T nazywamy normalnym, je$li T T* = T*T. Udowodnij,
ze przeksztalcenie normalne diagonalizuje sie w bazie ortonormalne;j.

Zadanie 25. W przestrzeni funkcji gtadkich (nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych) o okresie
27 z iloczynem skalarnym (f, g) = ffn f(x)g(x)dx rozpatrzmy przeksztatcenie liniowe (laplasjan)
A(f) = —f"”. Uzasadnij, ze A jest przeksztalceniem samosprzezonym i nieujemnie okre$lonym.
Znajdz mozliwie duzo wektoréw wiasnych A i sprawdz bezposrednim rachunkiem ich ortogonalnosc.



