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Wszystko dzieje sie w skoniczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej/unitarnej V, chyba ze
tres¢ zadania méwi inacze;j.
Zadanie 1. Wyznacz posta¢ kanoniczng i baze ortonormalng w ktdrej jest ona przyjmowana dla
ortogonalnych przeksztalcen R" zadanych w bazie standardowej macierzami:
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Zadanie 2. Wyznacz ortonormalng baze wektoréw wiasnych i macierz w tej bazie przeksztalcenia
unitarnego, zadanego w standardowej bazie macierza:
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Zadanie 3. Uzupehij uktad (1,—1,i,0)",(—1,0,i,—i)" do ortogonalnej bazy G*.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze je$li ortogonalne przeksztatcenie R® ma (rzeczywistg) wartoé¢ wtasna, to
ma tez przynajmniej dwa liniowo niezalezne wektory wilasne.

Zadanie 5. Niech U bedzie macierzg unitarna. Uzasadnij, ze wszystkie wyrazy U’ sg co do modutu
nie wieksze niz 1. Podaj przyktad macierzy A, ktérej wyrazy sa co do modutu nie wieksze niz 1,
takiej ze A> ma wszystkie wyrazy wieksze co do modutu niz 1.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze jesli |v| = |w|, to istnieje przeksztalcenie ortogonalne/unitarne F, takie
ze F(v) =w.

Zadanie 7. Ktore przeksztalcenia ortogonalne/unitarne sg samosprzezone?
Zadanie 8. Udowodnij, ze (a) ker(T*) = im(T)*; (b) im(T*) = ker(T)*.

Zadanie 9. Niech T bedzie rzutem (tzn. niech spelnia T? = T — wyja$nij skad nazwa). Udowodnij,
Ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) T=Tr b) TT*=T*T; c¢) im(T)= (ker(T))*; d) T jest rzutem ortogonalnym
na im(T).

Zadanie 10. Zalézmy, ze v,w € Lin({vy,...,v}), oraz ze (v,v;) = (w,v;) dlai =1,2,...,k. Wykaz,
ze v =w.

Zadanie 11. A jest macierza ortogonalng 4 x 4. Wyznacz mozliwy detA, gdy:
a) trA=4 b) trA=0, c) trA=2, d) trAe(2,4), e) trAe(0,2).
Co sie zmieni, gdy trA < 0?

Zadanie 12. Dla macierzy A z poprzedniego zadania, w kazdym podpunkcie wyznacz mozliwe
postacie kanoniczne A (uwzgledniajac warto$¢ detA i trA).

Zadanie 13. Uzasadnij, ze jesli T jest samosprzezone, to exp(iT) jest unitarne, Uzasadnij, ze kazde
przeksztalcenie unitarne jest postaci exp(iT) dla pewnego samosprzezonego T (wskazéwka: twier-
dzenia spektralne).
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Zadanie 14. (V jest rzeczywista. “Odbicie” oznacza symetrie wzledem warstwy podprzestrzeni
kowymiaru 1, czyli wzgledem hiperptaszczyzny niekoniecznie przechodzacej przez 0; réwnowaznie,
warstwy dopelnienia ortogonalnego niezerowego wektora.)

a) Z twierdzenia spektralnego dla przeksztalcen ortogonalnych V wywnioskuj, ze kazde takie
przeksztalcenie jest ztozeniem co najwyzej dimV odbi¢ (wskazéwka: pokaz najpierw, ze obrot
jest ztozeniem dwdch odbic).

b) Uzasadnij, ze kazda translacja jest ztozeniem 2 odbi¢.

¢) Uzasadnij, ze dowolna izometria V jest zlozeniem co najwyzej dim V + 2 odbic.

d) (*) Udowodnij zupemie innym sposobem, ze kazda izometria jest ztozeniem co najwyzej
dimV + 1 odbic.

Zadanie 15. Uzasadnij zupelnie inng metodg niz w poprzednim zadaniu, ze tak naprawde w ostat-
nim podpunkcie wystarczy dim V +1 odbi¢. (Wskazéwka: dwie izometrie n-wymiarowej przestrzeni sq
réwne doktadnie wtedy, gdy zgadzajq sie na n+ 1 punktach. Rozwaz odbicia w symetralnych odcinkéw
tqczqcych punkt z jego obrazem.)

Zadanie 16. Udowodnij stwierdzenie spektralne dla przeksztalcen ortogonalnych wg nastepuja-
cego schematu. Dla F € End(V) ortogonalnej (tu V jest rzeczywistg przestrzenig liniowa):

a) Pokaz ze jezeliv L ¥ w Vg, to Re(v) L Im(v).

b) Sprawdz ze jezeli v € V jest wektorem wlasnym F. odpowiadajgcym wartoSci wtasnej A =
el ¢ R, to |Re(v)| = [Im(v)|.

¢) Wywnioskuj stad, ze dla unormowanego v jak w poprzednim podpunkcie, uktad 2 Re(v), v2Im(v)
jest ortonormalny.

d) Wywnioskuj twierdzenie spektralne dla ortogonalnych endomorfizméw przestrzeni euklide-
sowej (tzn. ze F ma w pewnej bazie ON posta¢ kanoniczng): opisz, jak z bazy ON V,, diagona-
lizujacej F uzyskac¢ baze ON V w ktdrej F ma postac¢ kanoniczna.

Zadanie 17.

a) Pokaz, ze (Yv,w,s e V)([v+w+s| < |v| + [w] + |s]).
b) Wywnioskuj, ze dla dowolnych a, b, c € R zachodzi

V(2a+b)2+(2b +¢)? + (2c +a)? + (a+ b +¢)? < 4/2(a? + b2) + /2(b2 + ¢2) + /2(c2 + a?).

Zadanie 18. Niech vy,...,v, wq,...,w; spelniaja, dla dowolnych i,j € {1,2,...,k}, warunek

(vi,v;) = (w;,w;). Udowodnij, Ze istnieje przeksztatcenie ortogonalne/unitarne U, takie ze

Uv)=w; dlai€{1,2,...,k}.

Zadanie 19. Udowodnij, ze jesSli U: V — V jest unitarne, to dla dowolnego v € V zachodzi

lim,,_, 00 = Z;(l) Ukv = Pv, gdzie P jest rzutem ortogonalnym na podprzestrzen {w € V : Uw = w}.



