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Zadanie 1. Znajdz pole réwnolegloboku rozpietego przez wektory (1,5,2,1,3)",(—1,4,2,—2,0)7,
oraz objetoé¢ réwnolegtoécianu rozpietego przez wektory (1,2,3,4)7,(1,—1,0,1)7,(0,1,1,—1)".

Zadanie 2. Uzyj macierzy Grama by wyznaczy¢ odlegtoé¢ punktu (1,2,3,4)" od plaszczyzny
Lin({(1,-1,1,-1)7, (0,1,2,—1)"}) (korzystajac z wzoru na objetoé¢ réwnolegloscianu w R*).

Zadanie 3. Oblicz n-wymiarowg objeto$¢ réwnoleglosScianu rozpietego przez n wektordw:
a) (1,-1,1,-1)7,(1,1,1,1)7,(1,0,—1,0)7,(0,1,0,—-1)T;
b) (1,0,0,2,5)",(0,1,0,3,4)7,(0,0,1,4,7),(2,-3,4,11,12)7,(0,0,0,0,1) .

Zadanie 4. Sprawdz, ze macierz Grama bazy B przestrzeni euklidesowej V jest réwna macierzy
formy kwadratowej V > v — |v|?> € R w bazie B.

Zadanie 5. Uzasadnij zedlaW <V iv €V, jezeli v ¢ W+, to kat miedzy v i W (czyli infimum
katéw miedzy v i w dla w € W) to kat miedzy v i 7y, (v). (Wskazéwka: zauwasz, ze wystarczy pokazaé
tow R3.)

Zadanie 6. Udowodnij (np. korzystajac z poprzedniego zadania) ze dla W <V i v € V zachodzi
d(v,W) =sin(0)|v|, gdzie 6 to kat miedzy W i v.

Zadanie 7. Czy zbi6r {(x;, X5, X3,x,)T €R*: xf +x§ +x§ +x§ +231 x5+ 2395+ 2x3x, +2x4x, = 1}
jest ograniczony?

Zadanie 8. Rozwazmy tréjwymiarowa kwadryke M w R* zadang réwnaniem Q(v) = 1, gdzie
Q(v) =2v,vy — 2vgv,.

Zdiagonalizuj Q w bazie ortonormalnej, a nastepnie uzasadnij ze M:

a) ma przekrdj (z plaszczyzng), ktéry jest hiperbola,

b) ma przekréj (z ptaszczyzng), ktdry jest okregiem,

¢) ma przekrdj (z trojwymiarowa przestrzenia), ktory jest hiperboloida,

d) ma przekrdj (z trojwymiarowa przestrzenia), ktory jest stozkiem,

e) powstaje przez obrét pewnej hiperboloidy dwupowlokowej wokét pewnej plaszezyzny.
Uwaga: ptaszczyzny i przestrzenie w tym zadaniu nie muszg by¢ liniowymi podprzestrzeniami,
chodzi o ksztalt geometryczny!

Zadanie 9. Oblicz kat miedzy gltéwng przekatna n-wymiarowej kostki a jej k-wymiarowq Sciana.
(Kostka w R" to réwnolegto$cian rozpiety przez wektory standardowej bazy. Jedng z jego gtéwnych
przekatnych jest odcinek taczacy (0,...,0)Ti(1,...,1)".)

Zadanie 10. Niech M € M, ,,(R) bedzie macierza symetryczng. Udowodnij réwnowazno$¢ naste-
pujacych warunkéw:
a) w R" ze standardowym iloczynem skalarnym istnieje n liniowo niezaleznych wektoréw, kté-
rych macierzg Grama jest M;
b) w pewnej przestrzeni euklidesowej istnieje n liniowo niezaleznych wektoréw, ktérych macierza
Grama jest M;
c) M jest dodatnio okreslona;
d) na R" mozna zada¢ iloczyn skalarny tak, by macierza Grama bazy standardowej byta macierz
M.
Sprawdz, ze ten sam dowdd dziata w przypadku unitarnym.

Zadanie 11. Czy istnieje iloczyn skalarny na R, taki ze cosinusy katéw miedzy wektorami e, e,, e5,
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Zadanie 12. Czy istniejg punkty a,, a,, as, a,, as w R" (dla pewnego n), takie ze macierza odlegltosci
0 3 V5 /5 2v2
30 V14 V14 V17
))jest macierz | V5 V14 0 V2 /17 |? Jedli tak, to znajdZ najmniejsze mozliwe
V5 V14 V2 0
2V2 V17 V17 3

(d(ai; aj

3

0

Zadanie 13. Udowodnij, ze dla A = (a;;) € M,,«,(R) zachodzi nieréwno$¢ (Hadamarda) (det(A))? <
1, (S a)

Zadanie 14. (V unitarna, F,G : V — V liniowe)
a) Uzasadnij, Ze jedli F jest unitarne a 1 nie jest jego warto$cia wlasna, to G = i(F —id)(F +id)
jest samosprzezone.
b) Uzasadnij, ze jesli G jest samosprzezone, to F = (G —iid) (G +iid) jest unitarne.

Zadanie 15. Niech A bedzie rzeczywista macierzg kwadratowg i antysymetryczng (A" = —A). Udo-
wodnij, Ze y,(x) nie ma niezerowych pierwiastkéw rzeczywistych (wskazéwka: rozwaz iA).

Zadanie 16. Wykaz, ze objeto$¢ rownolegtoscianu spelnia V(ay, ..., ax, by,..., b)) < V(ay,...,q)V(by,...

Zadanie 17. Wykaz, ze jesli uklad k wektoréw w n wymiarowej rzeczywistej przestrzeni euklide-
sowej ma te wlasnos¢, ze kazde dwa z nich tworzg kat rozwarty, to k < n+ 1.

Zadanie 18. Uzasadnij, ze w R, [X] z iloczynem skalarnym (P,Q) = fol P(x)Q(x)dx odlegtosc¢ X"
od Lin{1,X,...,X" '} wynosi ((zn")VZn + 1)_1.

Zadanie 19. (V unitarna) Uzasadnij, zZe kazde przeksztalcenie liniowe V — V jest kombinacjg
liniowa czterech przeksztalcen unitarnych.

Zadanie 20. Zalézmy, ze wektory v,, ..., v, rozpinajg (n—1)-wymiarowq podprzestrzen przestrzeni
euklidesowej V. Jaka jest (n — 1)-wymiarowa objeto$é zbioru {3, t;v; : 0 < ty,...,t, < 1}?



