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Zadanie 1. Niech V = R[X], W = {P € V : P(0) = 0}. Uzasadnij, ze je$li Q i S nalezg do tej
samej warstwy W, to Q(0) = S(0). Czy jest tez odwrotnie? Uzasadnij, ze w kazdej warstwie W jest
doktadnie jeden wielomian stopnia 0. Wyznacz dim(V /W).

Zadanie 2. Pokaz ze dla baz by, b,,...,b, oraz c,,...,c, przestrzeni V i W odpowiednio, uktad
(b;,0),...,(b,,0),(0,¢7),-...,(0,c,,) jest bazga Ve W.

Zadanie 3. Sprawdz ze jezeli M jest dowolng macierzg n x m, a e; € K", e; € K™ to standardowe
wektory bazowe, to eiTM e; jest ij-tym wyrazem M.

Zadanie 4. Wywnioskuj z zadania 3, ze jezeli M, N spetniaja v' Mw = v Nw dla kazdych v,w, to
M =N.

Zadanie 5. Niech F : V — W bedzie funkcja. Udowodnij, ze F jest liniowa <= F <V & W (tzn.
wykres F jest podprzestrzenig V & W).

Zadanie 6. Sprawdz ze:
a) jezeli Fy, F, sa liniowe, to F; @ F, jest liniowe.
b) F; & F, jest ,na” lub 1-1 wtedy i tylko wtedy gdy F; i F, sg ,,na” lub 1-1 (odpowiednio).
) jezeiVi =V, iW, EW,, to Ve W, E=V, 0 W,

Zadanie 7. Zalézmy ze V jest dowolna przestrzenig liniowa, a A,B C V sg rozlaczne i AU B jest
liniowo niezalezny. Uzasadnij ze Lin(A) N Lin(B) = {0}

Zadanie 8. Oblicz wymiary nastepujacych przestrzeni:
a) {P € Ryo[X]: P(—X) = P(X)}, b) {P € RyolX]: [°, P(x)dx = P'(=7) =0},

0) {(x1,-..,X100) ERI: 30 (—1)ixe; = 3% x; = 32 xp =0},
d) {P € Ry[X]: XP"(X)+P"(X)=0,P'(—1)+ P(0) = 0},

100 50
e) {(xq,...,X190) " €RI: D XFP=20 X =0},

Zadanie 9. Jedli b,,...,b, jest bazg V, za§ F : V. — W jest izomorfizmem, to F(b,),...,F(b,) rozpi-
najg W. Jak bardzo potrafisz ostabi¢ zatozenia tego twierdzenia?

Zadanie 10. Udowodnij lub obal:
a) Jesli uktad wektoréw v,,...,v, € V jestlz, a F : V — W jest przeksztalceniem liniowym, to
uktad wektoréw F(vq),...,F(v,) tez jest lz.
b) (dla formalistéw) Jesli zbiér {vi,...,v,} € V jestlz, a F : V — W jest przeksztalceniem
liniowym, to zbiér {F(v;),...,F(v,)} tez jest lz.
c) Jesli uktad wektoréw v,,...,v, € V jestInz, a F : V — W jest przeksztalceniem liniowym, to
uktad wektoréw F(vy),...,F(v,) tez jest Inz.

Zadanie 11. Udowodnij, ze jeSli W <V, za§ F : W — U jest przeksztalceniem liniowym, to istnieje
przeksztatcenie liniowe F : V — U, takie ze F jest obcieciem F do W. Znajdz takie F dla V = Ry[X],
W ={PeR,[X]:P(3)=0},U=Ry[X], F(P)= %. Ile jest takich F?

Zadanie 12. Niech wektory v;,...,v, € V beda liniowo niezalezne, a w,,...,w, € W beda dowolne.
Uzasadnij, ze istnieje odwzorowanie liniowe F: V — W, takie ze F(v;) =w; dlai=1,...,n (wska-
zoéwka: dopeij v, ..., v, do bazy i skorzystaj z odpowiedniego stwierdzenia z wykladu).
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Zadanie 13. Udowodnij, ze jesli F : V — W jest monomorfizmem (tzn. jest liniowe i 1-1), to
istnieje przeksztalcenie liniowe G : W — V, takie ze GoF =id;, (Dlaczego nie wynika stad, ze kazdy
monomorfizm jest izomorfizmem?). Znajdz macierze dwdch réznych takich G dla F : R? — R3

1 -1
zadanego macierza [ 2 0
1 1

Zadanie 14. Niech V =R?®, za§ W niech bedzie prosta w R® zadang réwnaniem x = % = —z.

a) Sprawdz, czy wektory v; + W, v, + W sa Inz w V/W, dla (i) v; = (1,2,3)", v, = (4,5,6)";
(i) v; = (2,6,-2)7, v, = (0,1,2)T; (ii) v; = (-1,0,2)T, v, = (0,3,1)7; (iv) v; = (0,0,1)7,
v, =(0,1,0)7.

b) Wskaz baze B przestrzeni V /W i oblicz [v; 15, [v,]5 dla wszystkich powyzszych vy, v,.

c) Niech p : V — V /W bedzie naturalnym rzutowaniem (zadanym przez p(v) = v+W). Sprawdz,
ze ply. jest izomorfizmem liniowym (gdzie W+ to ptaszczyzna w R® prostopadta do W). Czy
potrafisz uzasadni¢, ze to samo bedzie prawda dla dowolnej prostej W przechodzacej przez 0
wV =R??

Zadanie 15. Niech W,U <V speliaja W + U = V. Uzasadnij, ze je$li W N U = {0}, to odzorowanie
W @ U — V zadane wzorem (w,u) — w + u jest izomorfizmem liniowym.*

Zadanie 16. Czy jest prawda, ze dla dowolnych skoniczenie wymiarowych podprzestrzeni U, V, W
dowolnej przestrzeni liniowej zachodzi wzor (udowodnij lub podaj kontrprzyktad):

dim(U+V+W) = dim(U)+dim(V)+dim(W )—dim(UNV )—dim(VNW)—dim(W NU )+dim(UNV NW)

Zadanie 17.Niech V = {(x,y,2)" € R® : x+2y +2 =0}, W = {(x,y,2)! € R®: x = 3 = —Z}.
Wykaz, ze
a) R® nie jest sumg prosta V i W, tzn. odwzorowanie V x W > (v,w) — v +w € R® nie jest
izomorfizmem.
b) Vew =R>.

Zadanie 18. Sprawdz ze:

F G F G
a) dla dowolnych V; = W, = U, V, = W, - U, zachodzi

(G1®Gy)o(F1®F,)=((Gy0F;)®(Gy0F,)),

b) jeieli Fl: Vl - V2 in: V2 g V3 Sq lil‘liowe, to (F2 oFl)* ZFT oF;.

Zadanie 19. Oblicz wymiar przestrzeni {P € R;yo[X]: f_ll e*"ZP(x)dx = f_zz e*XZP(x)dx =0}. Co
potrafisz powiedzie¢ o wymiarze przestrzeni {P € R;po[X] : f _11 e P(x)dx = f _22 e P(x)dx =

100 _. 2

v =) 100 € ¥ P(x)dx =0}?

Zadanie 20. Niech dlai =0,...,n funkcja f; : V; — V,,; bedzie przeksztatceniem liniowym, przy
czym ker(f;;) =im(f;) (dlai =0,...,n—1). Zalézmy ponadto, ze V; = V,;; = {0}. Udowodnij, ze
i (=1 dim(V;) = 0.

Zadanie 21. Niech F : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, U podprzestrzenia ker(F), zas p :
V — V /U odwzorowaniem ilorazowym (p(v) = v + U). Uzasadnij, ze istnieje jedyne odwzorowanie
liniowe f : V/U — W, takie ze f op =F.

IPrzypomnienie: w tym wypadku méwimy, ze V jest (wewnetrzna) suma prosta W i U, piszemy V =W @ U.



