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Zadanie 1. Niech macierza przeksztalcenia F : V — W wzgledem baz: (e, e,, e5) przestrzeni V i

(f1,f>) przestrzeni W, bedzie (g ‘1‘ g) Wyznacz macierz F wzgledem baz (e;,e; +e,,e; +e,+e3)
i(f1, f1+ f2)-

0 0 1
Zadanie 2. Niech F : R,[X] — R,[X] bedzie zadane przez mgz(F) = |0 1 0|, gdzie B =
1 0 O
(1,X,X?). Oblicz m¢(F) dla C = (3X2 +2X +1,X%2 4+ 3X +2,2X%2 + X + 3).
8 —16 9 1 3 2
Zadanie 3. Niech B = 6|, 7 |,|-3|], C = =21, -11,11] ], mg(F) =
7 —13 7 1 2 2
1 -—-18 15
—1 —22 20 |, gdzie F : R® — R®. Oblicz m(F).
1 25 22

Zadanie 4. Rozwazmy przeksztatcenie liniowe F : R,[X] — R® dane wzorem F(P) = (P(—1), P’(0), P(1))".
Niech B = {1,X,X?} bedzie baza R,[X], za$ E = {E,,E,, E;} baza standardowg R>. (a) Znajdz
MZ(F). (b) Niech C = {E, + 2E3, E3, E, + E; }. Znajdz m{(F). (c) Czy F jest odwracalne?

Zadanie 5. Znajdz (za pomocg eliminacji Gaussa) macierze odwrotne do nastepujacych:

0 01 O 0 0 0 -1 1 2 0O 2 3 1 2 1 1 1
10 00O O 2 0] ]2 3 OO (1T 1 2 O 0o 1 1
0 o0 o0 11 0o 0 O0}J)’{1 -1 1 3’10 0 1 —1/’}{...

01 0O 0 30 O 0O 1 0 2 0 01 -2 0 O 1

Zadanie 6. Rozwigz w S, réwnania:

1234567 —(1234567). 1234567y (1234567
a) (5134726 0= 5371462)’ b)0(5134726)_(5371462 .

(Wskazéwka: pomnoéz z wlasciwej strony przez odpowiednig permutacje odwrotna.)

Zadanie 7. Permutacje (42325 ¢7) przedstaw w postaci (a) iloczynu transpozycji; (b) iloczynu

transpozycji postaci (i,i + 1); (c¢) iloczynu rozlacznych cykli. Postaraj sie znalez¢ przedstawienia
mozliwie mata liczbg czynnikéw.

Zadanie 8. Uzasadnij wzér (i —1,i)(i,i+1)(i—1,1) =, i+ 1)(i—1,0)(i,i+1).

1 -2 2 0
-1 1 —2
0 1 -2 3

1 -1 1 -1

Zadanie 9. Niech B=(1,X —1,(X —1)*, (X —1)*), mE(id) = . Znajdz C.

Zadanie 10. Niech F : R® — R® bedzie dane wzorem F((x,y,2)") = @x +2,x+y +z,y —2)".
Niech B =((1,0,1)",(0,1,0)7,(1,1,0)"). Znajdz (jeéli to mozliwe) baze C przestrzeni R®, taka ze

120 1 1 -1
@mgF)=(0 1 0f;(M)mzgF)=|2 1 1
01 1 -1 0 —2

Zadanie 11. Niech V ={P € R,[X]: P”(1)+3P(0) = 0}, za$ F : V — R? niech bedzie dane wzorem
F(P) = (P(-1),P(0),P(1))"). Znajdz F~*((0,1,0)").
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Zadanie 12. Wiadomo, ze B, C, D to bazy R®, za$ F : R® — R®. Co wiecej, B =((1,1,1)7,(0,1,1)7,(0,1,0) "),

2 0 1 -1 -2 0
mS(F)=|0 -1 0|, m§(F)=( 4 3 1 |. ZnajdzD.
1 1 0 -5 —2 =2

Zadanie 13. Czy jest odwracalne przeksztatcenie Ry,[X]12 P — P” + 3P’ + 2P € Ry, [X]?

Zadanie 14. Niech E = (1) bedzie baza R!, B baza V, za$ f € V*. Uzasadnij, ze wyrazy macierzy
m3(f) to wspélrzedne f w bazie V* dualnej do bazy B. (zakladamy dim(V) < 00)

Zadanie 15. Niech B,B’ bedg bazami V; C,C’ — bazami W, za§ F : V — W. Uzasadnij, ze
tk(m?(F)) = rk(m? (F).

Zadanie 16. Uzasadnij, zeje$§liG:V > W, F : W — Z, przy czym dim(V) = dim(Z) =9, dim(W) =
7, to F o G nie jest izomorfizmem.

Zadanie 17. Niech C = (cy,...,c,) bedzie bazg V, za$ b; = Z;lzl a;icj dlai=1,...,n. Udowodnij,
ze B=(by,...,b,) jest bazg V <= A =(qa;;) jest odwracalna. Czy wtedy A= mp(id), czy tez moze

A=m§(id)?

Zadanie 18. Uzasadnij, ze kazde o € S, mozna przedstawi¢ jako iloczyn transpozycji (1, ;) dla
j=2,...,n.

Zadanie 19.Niech F : V - V, W < V, F[W] € W. Niech (b,,..., b;) bedzie baza W, zas§ B =
(by,...,b,) baza V.
a) Wykaz, ze wzér F(v + W) = F(v) + W zadaje dobrze okreélone przeksztalcenie liniowe F :
V/IW->V/W.
b) Uzasadnij, ze B’ = (bgy1 + W, ..., b, + W) jest baza V/W.
¢) Jak ma sie my(F) do my/(F)?

Zadanie 20. Wykaz, ze dla dowolnego niezerowego funkcjonalu f na (skonczenie wymiarowej)
przestrzeni V istnieje baza (b,,...,b,) przestrzeni V, taka ze f(Z?z1 t;b;) = t; (dla wszelakich

skalaréw t,,...,t,). Znajdz taka baze dla V =R, [X], f(P) = fol P(X)dX; czy jest ona jedyna?

Zadanie 21. Niech F : V — W, B niech bedzie baza V, a C — bazg W. Niech F* : W* — V* bedzie
dane wzorem F*(f) = f o F. Wyraz m§. (F*) przez m2(F).

Zadanie 22. Niech B bedzie pewna (skonczong) baza V. Dozwolone sg nastepujace operacje: za-
miana kolejnosci wektorédw, pomnozenie wektora przez niezerowy skalar, dodanie skalarnej krot-
no$ci pewnego wektora do innego wektora. Czy kazda baze V mozna uzyska¢ z B przez ciag takich
operacji?

Zadanie 23. Niech F: V — W, dim(V) = n, dim(W) = k. Niech tez A € M,,,(K) bedzie macierzg
ktorej rzad jest réwny dimim(F). Udowodnij, ze istniejg bazy: B przestrzeni V i C przestrzeni W,
takie ze m(F) =A.



