Algebra liniowa 2 R. Lista 6

: 3 : H : 1234567 1234567 12345678 12345678
Zadanie 1. Wyznacz liczbe inwersji w permutacjach (1234567),(1234287),(32342578),(32345¢87¢).

Zadanie 2. Wyjasnij ktére z podanych iloczynéw (i z jakim znakiem) wystepuja w rozwinieciu wyznacznika
macierzy odpowiedniego (jakiego?) rozmiaru: a) a;3a,9a31a46a55064; D) A31013050045004; C) A34051A46017A73054065-

Zadanie 3. Wybierz takie wartosci i, j, k aby iloczyn as; a;6a;;a35a44a6c Wystapit ze znakiem minus w rozwinieciu
wyznacznika stopnia 6.

Zadanie 4. Wykorzystujac wzor na pelne rozwiniecie wyznacznika (lub inaczej) oblicz

aq; 0 0O ... 0 0o ... 0 0 aqn a;; aip A3 A4 Ags
as; a4y 0 ... O 0 ... 0 ayuq ay dz1 dzp 3 dpq dps

a) a31 032 6133 ... O b) 0 ... a3, dz,q dg, c) ds; dzp 0 0 0
. . . . : " " . a4 a4o O 0 0

Api Gng A3 --- Gpp Ani -+ Gpp2 Aupo1 Aun a1 as; 00 0
1/2000000 12345 67

a305 102a /2210000 0891 2 34
0bO 2 20b0 1/2011000 0012 3 45
DI 3¢ 3 e3¢ 45 f)|1/2001 100 g|0002 3 45
000d d00o0 1/2000110 0000 1 23
1/2000011 0000 O 3 4

1/200000 1 0000-101

Zadanie 5. Za pomocg pelnego rozwiniecia oblicz warto$¢ wyznacznika, ktorego elementy na gtéwnej przekatnej
sg wszystkie réwne 1, elementy j-tego wiersza sg réwne a;,ay, ..., a;_1,d; = 1,@j41, - .., a,, @ wszystkie pozostate
wyrazy sa réwne O.

x 1 2 3
Zadanie 6. Znajdz wyrazy, ktére zawierajg a) x°, b) x* w rozwinieciu wyznacznika ’1‘ ’zc 1 g
x

Zadanie 7. Oblicz wyznaczniki: x 1 2 2x

7 6 9 4 -4 11 5 3 5 —4
1 1 1

—133—35143 Egii o2 e 6l s 1 2 98
Dl 5 10 4 D3 2 1 3 o7 8 9 -1 bg|-1 7 -3 8 -9
- 2 133 1 -1 -2 4 5 3 4 2 4 7
-2 9 -8 2 1 3 3 3 -7 0 -9 2 =2 1 8 3 3 5

Zadanie 8. Jak zmieni si¢ warto$¢ wyznacznika n x n jesli:

a) znak kazdego z jego wyrazdw zmieni¢ na przeciwny?

b) kazdy element a;; pomnozy¢ przez ¢/, ¢ # 0?

¢) pierwsza kolumne przestawi¢ na ostatnie miejsce, a pozostate przesuna¢ w lewo, zachowujac ich porzadek?
d) wiersze zapisa¢ w odwrotnym porzadku?

Zadanie 9. Zakladajac ze 1+ 1 # 0, wykaz, ze dowolny wyznacznik jest réwny potowie sumy dwdch wyznaczni-
kéw, z ktérych jeden jest otrzymany z danego przez dodanie do wszystkich wyrazdéw i-tego wiersza liczby a, a
drugi jest otrzymany z danego przez dodanie do wszystkich wyrazéw i-tego wiersza liczby —a.

Zadanie 10. Uzasadnij, ze jeSli A i B s macierzami kwadratowymi, to det (?) g) = det(A) det(B). Za pomocg

indukgcji sprébuj to uogdlni¢ na wieksza liczbe macierzy kwadratowych.

Zadanie 11. Oblicz wyznaczniki, np. przez sprowadzenie do postaci trojkatnej:

1 2 3 ... n 1 2 3 n—2 n—1 n 1 1 ... 1 —n
-1 O 3 ... n 2 3 4 ... n—1 n n 1 1 ... —n 1
al-1 =2 0 ... n b)[3 4 5 n n n o |: Do
R : R : : : 1 —n 1 1
-1 -2 -3 ... 0 n n n ... n n n —-n 1 1 1
Zadanie 12. Oblicz wyznaczniki: vy 0 0 0
0 X Yy 0 0 n n—1 n—212 n
a; +x a, a, a al™ b, al™b b
0 0 x ... 0O L 1y 1,73 L
a) a a, '+x a, b) A Do O a; ay b, ay b2 b'2
: : : 0 0 0 Xy : I o :
a a, ... a,+x y 0 0 0 x a',, a' by albi, ... b,
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Zadanie 13. Oblicz rekurencyjnie wyznaczniki: x 0 0 ... 0 q
32 0 ... 0 a+b ab 0 o ... 0 -1 x 0 ... O a;
1 3 2 ... 0 1 a+b ab o ... 0 O —.1 x o O ay
a)lo 1 3 ... 0/ b| O 1 a+b ab ... 0 o) |: S : :
Do : : E : E : 0 0 0 ... x a,,
O 0 o0 ... 3 0 0 0 0 ... a+b 0 0o o0 ... =1 gq,
Zadanie 14. Oblicz podane wyznaczniki, zapisujac je w postaci iloczynu wyznacznikéw :
s sy S cee S
cos(x; —y1) cos(x;—ya) ... cos(x;—y,) SO 51 52 . !
cos(xy —y;) €os(Xy—Y,) ... cos(xy—Yy,) L n . ok .
a) : : - b) Sy Sy Sq e Spp1 | S=X Xy X
cos(x, — cos(x, — ... cos(x,—
( n .yl) ( n y2) ( n yn) Sp1 Sp Spmil  -e- Sopo 17 9 8
Zadanie 15. Ztego, ze liczby 1798, 2139, 325514867 dziela sie przez 31 wywnioskuj, ze § é 2 g
dzieli sie przez 31. 48 6 7

1 -1 -1 -3 1
1 7 6 10
-2 0 -5 1
4 1 11 7 15

. . . . . . 2
Zadanie 16. Wskaz maksymalnego rozmiaru niezerowy minor macierzy 3

Zadanie 17. Pewna macierz 50 x 100 ma niezerowy minor rozmiaru 37 x 37. Co mozna powiedzie¢ o wymiarze
jadra przeksztalcenia zadanego ta macierza?

Zadanie 18. Niech V bedzie k-wymiarowa podprzestrzenig R". Udowodnij, ze istniejg 1 < i; < iy < ... <1 <
n, takie ze odwzorowanie F : R — R* dane przez F((xy,...,x,)") = (x;,x;,...,x; )" po obcieciu do V jest
izomorfizmem V — Rk.

Zadanie 19. Udowodnij, ze jesli dla kazdej pary i # j zachodzi (n—1)|a;;| < |a;], to det(a;;) # 0.

Zadanie 20. Zalézmy ze funkcje f4,..., f,,: R = R sg n—1 razy rézniczkowalne. Udowodnij, ze jesli dla pewnego
A fG) {”‘f(x)
/ n—1
x € R zachodzi fZ(:x) fZ(:x) e S . () #0,to fi,...,f, sa Inz (w przestrzeni wszystkich funkcji z R w

£0) F) .. o)

R).! Czy zachodzi twierdzenie odwrotne?

Zadanie 21. Na M, ,(R) definiujemy relacje réwnowaznosci ~: A~ B <= B mozna uzyskac z A przez ciag
operacji kolumnowych. Opisz klasy abstrakgji relacji ~.

Zadanie 22. Pokaz, ze det((x; +y;)™") = ]_[i>j(xi —x)i =¥/ ]_[i’j(xi +¥;). (Jest to tzw. wyznacznik Cau-
chy’ego.)

Zadanie 23. Po Z spaceruje losowo n policjantéw; kazdy ma wtasng monete, co minute nig rzuca, na orta robi
krok dtugosci 1 w prawo, a na reszke krok dlugosci 1 w lewo. Niech a; < ... <a,, b; <... < b, beda liczbami
parzystymi; niech p;; oznacza prawdopodobienstwo, ze policjant wychodzacy z a; po godzinie znajdzie si¢ w
b;. Udowodnij, ze prawdopodobienistwo tego ze n policjantéw zaczynajacych spacer w a,...,a, po godzinie
znajdzie si¢ w by, ..., b,, przy czym po drodze zadni dwaj sie nie spotkaja, wynosi det(p;;).

Zadanie 24. Niech v,,...,v, € V oraz niech ¢,,...,¢, € V*. Zatézmy, ze det(¢;(v;)) # 0. Udowodnij, ze wtedy
(v;) sa Inz w V oraz (¢;) sg Inz w V*. Czy jest tez odwrotnie?

ITen wyznacznik nazywamy Wroriskianem funkcji fi, ..., f,. Przydaje sie w réwnaniach rézniczkowych.



