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Zawsze zaktadamy dim(V),dim(W) < oo (chyba ze zadanie méwi inaczej). Hom(V, W) to prze-
strzen przeksztatcen liniowych z V do W.
Zadanie 1. Czy R® jest sumg prostg podprzestrzeni

x+y+2=0
{x —y+2=0

—y+z=0
b Tlx+y+z=0 Ty ?
) {Gy )" [x+y +2 },{(x,y,z) {x+y—z=0

¢) Lin({(1,2,1)7,(—2,1,3)"}), Lin({(1,6,7) " })?
d) {(x,y,z)T | x+2y—2= 0},Lin({(1,2,—1)T})?

a) Lin{(1,2,3)T},{(x,y,z)T },{(t,O,O)T |t eR}?

Zadanie 2. Sprawdz ze dla dowolnych A € M, ,+(R), B € M;,,(R) zachodzi tr(AB) = tr(BA). Wska-
zowka: wyrachuj to z definicji sladu i mnozenia macierzy.

Zadanie 3. Niech B € M,,.,(R) bedzie pewng ustalona macierza. Czy sa podprzestrzeniami M,,,,,(R)
nastepujace podzbiory tej przestrzeni:

a) {A|AB =BA}; b) {A|ABA™' =B}; c) {A|BAB™' =A};
d) {A|AB+BA=0}; e) {A|ATBA=B}; f) {A|BTAB=A};
g) {A|ATB—BA=0}; h) {A](YC € My, (R))(tr(ATBC) = 0) };

Zadanie 4. Udowodnij, ze
a) Myy,(R) = {A€M,,,(R) |AT =A} @ {A€ M,,,(R) : AT = —A};
b) M,,x(R) ={AeM,,,(R) | tr(A) =0} ® {tI : t €R};
©) Mpn(€) = {A€M,,,(C) {AT =A} ® {A € M,,,(C) : AT = —A}. (Tu A oznacza sprzezenie
kazdego wspotczynnika z osobna.)

. . 1 0 01 0 0 0 0}). . .
Zadanie 5. Zauwaz, ze ((0 0)’(0 0),(1 0),(0 1)) jest baza M,,,(R). Napisz macierze

b

a b . .
d)M,M-—)M(C d)wtejbame.

przeksztatcen M — (Ccl

Zadanie 6. NiechV =V, @ V,.
a) Pokaz, ze jesli F; : V; - W s liniowe, to istnieje jedyne liniowe F : V — W, takie ze F|, = F;.
(i=1,2)
b) Zatézmy, ze F,G : V — W sg liniowe. Udowodnij, ze jesli F|, = G|y, F|y,= G|y, to F = G.

Zadanie 7. Udowodnij, ze jeSli PQ,R to wielomiany takie ze P(X)Q(X) = R(X), A jest macierzg
kwadratowa, a F € End(V), to a) P(A)Q(A) =R(A), b) P(F) o Q(F) =R(F).

Zadanie 8. Wywnioskuj z zadania 2, ze dla F € End(V), tr(F) jest dobrze okreslony (tzn. trmg(F)
nie zalezy od wyboru bazy B).

Zadanie 9. Uzasadnij, ze tr: M,,,(R) — R jest funkcjonatem liniowym (tzn. tr € (M,,,,(R))*).

Zadanie 10. Oblicz wielomian charakterystyczny F : R,,[X] — R,[X], jesli
a) F(P(X)) = P'(X);
b) F(P(X)) =% [ P(Y)dY;
c) F(P(X))=P(3X +1).

Zadanie 11. Czy jest prawda, ze (w punkcie b przyjmujemy € = %(—1 +1iv/3))
a) Ryp[X]1={P eRy,[X]|stopien P jest <6} ® { P € Ry,[X] | stopien P jest > 7}?
b) C[X]={P €C[X]|P(eX)=P(X)}®{P €C[X]: P(eX) =eP(X)}®{P € C[X] | P(eX)=¢e%P(X)}?
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Zadanie 12. Pewne trzy proste w R® przechodzace przez 0 maja te wtasno$¢, ze kat miedzy kazdymi
dwiema z nich jest > 60°. Czy wynika stad, ze R® jest suma prosta tych trzech prostych?

Zadanie 13.Niech F:V —»W.

a) Czyjesliv=Vv, @V, toim(F)=F[V;]®F[V,]?

b) CzyjeSliw =W, @ W,, to V =F[W,]® F[W,]?

¢ CzyjesliVv=V,@V,iF|y, Fl,sal—1,toF jest1—1?

d) Czyjesliw =W, e W, i W;, W, Cim(F), to F jest na?
Zadanie 14. Niech V;,V,,V; < V. Zalézmy, ze dim(V;) + dim(V,) + dim(V3) = dim(V), V, N V5 = {0},
V; N (V, + V3) = {0}. Udowodnij, ze V = V; & V, & V5. Uog6lnij na wiekszg liczbe podprzestrzeni.

Zadanie 15. Znajdz (jaka$) podprzestrzen dopelniczg do W <V, jesli
a) V=R% W =Lin({(1,2,0)",(0,1,1)"});
b) V=Ry[X], W ={P eR,[X]|P'(1)+2P(0)=0};
©) V=Ry[X], W = {P € Ry[X] ‘ S Pedx = [ x2P(x)dx =0};

d) V =Ry[x], W = { P € Ry[X] | [ Px)edx=0};

Zadanie 16. Zalézmy, ze Vi,...,V, sa Inz, za$ {1,...,n} = AUB, ANB = §. Uzasadnij, ze ), ., V, N
ZbeB Vp = {0}

Zadanie 17. Podaj przyktad przestrzeni liniowej i jej czterech podprzestrzeni, z ktérych kazde trzy
sq Inz, ale wszystkie cztery nie s3 Inz.

Zadanie 18. Niech W = W, & W,. Rozstrzygnij czy dla kazdego V zachodzi:
a) Hom(V, W) = Hom(V, W;) @ Hom(V, W,), b) Hom(W, V) = Hom(W;, V) @ Hom(W,, V).
(W tym celu zinterpretuj najpierw skladniki prawej strony jako podprzestrzenie lewej strony.)
Czy wszystko dziata, gdy V, W nie sa skonczenie wymiarowe?

Zadanie 19. NiechA € M,,,(K). Jakie sa mozliwe rzedy AY? Czy aby wyznaczy¢ rzad A*Y wystarczy
znac¢ rzad A?

Zadanie 20. Niech A, B € M,,,,(K). Udowodnij, ze:
a) (AB)adj — Badeadj;
b) (4%4)T = (AT
C) (tA)adj — tn—lAadj;
d) (A*9)2d = (det(A))"%A.

Zadanie 21. Podaj przyktad przeksztalcenia liniowego F, takiego ze yp(x) = 7—2x +7x2—4x3 +x*.

Zadanie 22. Podaj przyktad dwdch macierzy (kwadratowych, tego samego rozmiaru) o wyrazach
w ciele 2-elementowym, ktérych wielomiany charakterystyczne sg rézne, ale zadajq tq sama funkcje
na ciele 2-elementowym.

Zadanie 23. Niech F bedzie skoniczonym zbiorem. Zalézmy, ze kazdemu jego podzbiorowi A jest
przypisana podprzestrzen V, pewnej przestrzeni liniowej V, przy czym jesli A € B, to V, C V.
Zal6zmy wreszcie, ze V; = V. Niech V# bedzie podprzestrzenia V, dopehicza do > ., Vi. Czy jest
prawda, ze V = @, V4?

Zadanie 24. Niech F i G beda diagonalizowalnymi endomorfizmami V, ktére sg przemienne: FoG =
G oF. Udowodnij, ze F i G daja sie zdiagonalizowa¢ we wspdlnej bazie. (Tzn. istnieje baza V, ktdrej
kazdy wektor jest wektorem wlasnym zaréwno F, jak i G.)

Zadanie 25. Zalézmy zZe B jest bazg Jordanowska dla F i G jednocze$nie. Czy z tego wynika, ze
FoG=GoF?



