Kombinatoryka, lista 3

Oznaczenia:
|A| liczba elementéw w zbiorze A, czyli moc zbioru A.
[n] oznacza zbior {1,2,... ,n}.
S, rodzina wszystkich permutacji zbioru [n], czyli bijekcji o : [n] — [n].
D,, rodzina wszystkich nieporzadkow (,derangements”) na zbiorze {1,2,...,n}, czyli takich
permutacji o € S, ze 0; # i dla kazdego i € [n], jego moc oznaczymy przez D,, := |D,,|.

Uwaga: w ksiazce ,Matematyka Konkretna” symbol [p] oznacza ,1” jesli zdanie p jest praw-
dziwe i,,0” jesli p jest falszywe: nawias Iversona (lverson bracket).

Wyrazy ciagu n! (A000142 w OEIS) dla 0 < n < 12:
1,1,2,6,24, 120,720, 5040, 40320, 362880, 3628800, 39916800, 479001600, . . . .
Wyrazy ciagu D,, (A000166 w OEIS) dla 0 < n < 12:
1,0,1,2,9, 44, 265, 1854, 14833, 133496, 1334961, 14684570, 176214841, . . ..
Wyrazy ciagu D,,/n! w przyblizeniu, dla 0 < n < 10:

1, 0, 0.5, 0.333333, 0.375, 0.366667, 0.368056, 0.367857, 0.367882, 0.367879, 0.367879,....

1. Udowodnij, ze dla n > 1 zachodzi wzor Cassiniego:
FoiiFyoy — F2 = (—1)™ (1)

2. Korzystajac z poprzedniego zadania, udowodnij, ze dla kazdego n > 1 liczby F,,_1, F},
sa wzglednie pierwsze.

3. Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 zachodzi wzor:

Foo E, ) (1 1)\"
F, F,.1) \10 '
Uzasadnij, ze stad wynika wzor Cassiniego (1).
4. Na ile sposobéw mozemy wejs¢ na n schodéw, jesli w pojedynczym kroku mozemy poko-
na¢ dowolng dodatnig liczbe schodkéw? Oznaczajac liczbe tych sposobéw przez a,, wyprowadz
wzor rekurencyjny, a nastepnie sprobuj podac¢ i udowodni¢ wzor na a,,.

5. Niech a,, oznacza liczbe sposoboéw podziatu zbioru [n] = {1,2,...,n} na dwa niepuste
podzbiory. Znajdz rekurencje dla liczb a,, wylicz kilka pierwszych wyrazow i znajdz jawny
wzOr na a,,.

6. Niech a,, oznacza liczbe sposobow, na ktore mozemy utozy¢ z klockéw wieze wysokosci n,
jesli mamy do dyspozycji klocki biate i czarne o wysokosci 1 oraz klocki czerwone, zielone
1 zotte o wysokosci 2. Wyprowadz wzor rekurencyjny na a, i wyprowadz wzor jawny na a,.



7. Podobnie jak poprzednio, a, oznacza liczbe sposobéw, na ktére mozemy utozyé z kloc-
kow wieze wysokosci n, ale tym razem mamy do dyspozycji klocki biate o wysokosci 1 oraz
klocki czarne, czerwone, niebieskie, zielone, zotte i r6zowe o wysokosci 2. Wyprowadz wzor
rekurencyjny na a,, oraz wzor jawny na a,.

8. lle dzielnikéw ma liczba 1080007
9. Uzasadnij, ze |Sp| = 1 oraz ze |S,| =n - |S,-1| dlan > 1.
10. Uzasadnij, ze liczby D,, speliaja rekurencje: Dy =1, D1 = 0,
Dn = (n - 1)Dn71 + (n - 1)Dn72
dlan > 2.
11. Korzystajac z poprzedniego zadania udowodnij, ze dla n > 1 zachodzi réwnosé¢

Dy =nDp 1+ (—1)™

12. Udowodnij wzoér:

11 1 (—1)" "L (—1)k
=nl. - - ~ 7 | =n!.
D, =n! <1 1!+2! 3!+...+ o ) n! o
k=0

13. Uzasadnij, ze liczba takich permutacji o € S,,, ktore maja doktadnie k punktow statych
(czyli takich, ze |{i € [n] : 0(i) = i}| = k) wynosi (}) Dy—r. Wyprowadz stad réwnosc:

(g)'D0+<TD-D1+...+<Z).Dn:n!_

14*. Uzasadnij w elementarny sposob, ze ciag
1 1 1 1 (—=1)"
Ay 1= —ﬂ+i—§+...+7

. .. . . . c . o1 1
jest zbiezny, a jego granica g spelnia nieréwnosci 3 < g < 5.

15. Zatozmy, ze 2 < k1 < ko < ... < kg, przy czym k; + 2 < k;;1. Udowodnij, ze woéwczas
Fo, + Fypy+ ...+ Fr, < Fiopia.
Wskazowka: zastosuj indukcje ze wzgledu na s.
16. Liczbe 100 mozna przedstawi¢ jako sume liczb Fibonacciego w nastepujacy sposob:
100 =3+8+89 = F, + Fs + Fi1.

Przedstaw w podobny sposob liczby 200, 300, 400, 500, przy czym maja byé¢ spetnione naste-
pujace warunki:

1. uzywamy liczb Fj, dla k > 2,

2. kazda liczba Fj, moze wystapi¢ w sumie co najwyzej raz,

3. jesli w sumie wystepuje Fj to nie moze wystapié¢ Fjq.

17*. Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w taki sposob (reprezentacja
Zeckendorfa liczby naturalnej).

18*. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna ma doktadnie jedna reprezentacje Zeckendorfa.



