Kombinatoryka, lista 7

Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju: m to liczba podzialéw zbioru {1,2,...,n} na k cykli.
Inaczej: liczba takich permutacji o € S, ktore rozktadaja sie na k cykli roztacznych (A132393
w OEIS).

Liczby Stirlinga drugiego rodzaju: {Z} to liczba podzialow zbioru {1,2,...,n} na k nie-
pustych, roztacznych podzbiorow. Inaczej: liczba takich relacji rownowaznosci na zbiorze
{1,2,...,n}, ktore maja k klas abstrakcji (A048993 w OEIS).

Liczba Bella b, to liczba wszystkich podzialow zbioru {1,2,...,n} na niepuste podzbiory,
czyli liczba partycji zbioru [n] (A000110 w OEIS). Mozemy tez powiedzie¢, ze b, jest liczba
wszystkich mozliwych relacji rownowaznosci na zbiorze {1,2,...,n}.

Liczbe spadkéw permutacji o € S,, definiujemy jako moc zbioru {i € [n — 1] : 0; > 041}
Liczbe FEulera <Z> definiujemy jako liczbe takich permutacji o € S, ktére maja doktadnie
k spadkow (A173018 w OEIS).

Mamy zatem
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}, przy czym przyjmujemy,

[e=]

1. Wyraz wzorami liezby: {1}, [1], (i} [): {700 L2 (1)
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2. Wyprowadz wzor rekurencyjny dla liczb a,, := {g} ib, = {
ze ag = a1 = by = by = by = 0, oraz wylicz funkcje tworzace

n=3
3. Udowodnij, ze liczby Bella spelniaja nastepujaca rekurencje: by =11 jeslin > 1 to
n—1
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b, = by.
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4. Uzasadnij kombinatorycznie wzory:
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5. Uzasadnij wzory rekurencyjne dla liczb Stirlinga pierwszego rodzaju: m =1dlan >0,
[f]=0dlan>1ijesli0o<k<nto
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6. Uzasadnij wzory rekurencyjne dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju: {Z} =1dlan >0,
{t}=0dlan>1ijesli0<k<n to
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7. Uzasadnij wzory rekurencyjne dla liczb Eulera: <8> =1dlan >0, <Z> =0dlan>1,
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dla 0 < k£ < n. Uzasadnij réwnos¢: <Z> = <n_711_k>.
Wyktadniczq funkcje tworzgcq dla ciagu a, definiujemy nastepujaco:

A(z) = Z %x”.

n=0

8. Wylicz wyktadnicza funkcje tworzaca a) dla ciagu a, :=n!, b) dla ciagu D, gdzie D,
oznacza liczbe nieporzadkow w S,,. Wskazowka: skorzystaj z zadania 11 z listy 3.

9. Korzystajac z zadania 3 udowodnij, ze wykladnicza funkcja tworzaca liczb Bella

spelnia rownanie: B'(z) = e® - B(x). Czy potrafisz stad wyliczy¢ wzorem funkcje B(x)?
10. Niech P,(t), Qn(t), En(t) beda funkcjami tworzacymi n-tego wiersza liczb Stirlinga
pierwszego i drugiego rodzaju oraz dla liczb Eulera:
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Pty =" m Qi)=Y {Z}tk E.t):=Y <Z> k.
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Sprawdz, ze dla n > 1 zachodza wzory:

P,(t)=(n—1+1) P,_1(1),

Qn(t) =1 Qna(t) +1-Qp (1),

E,(t) = ((n =1t +1)E,_y(t) +t(1 —t)E,_(t).

Potegi kroczgcee definiujemy nastepujaco:

"=gx(x+1)(x+2)...(r+n— 1) potega rosnaca,
=x(r —1)(z —2)...(xr —n+ 1) potega malejaca.
11. Sprawdz wzor: 2 = (—1)"(—xz)™.

12. Udowodnij tozsamosci:
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