Kombinatoryka, lista 8

Grafem nazywamy pare G = (V, E), gdzie V jest dowolnym zbiorem, a E jest pewna
rodzing 2-elementowych podzbioréw V' (czyli E C Py(V)). Elementy V' nazywamy wierzchot-
kami, a elementy E nazywamy krawedziami. Moc zbioru V nazywamy rzedem grafu G.

Jeslie = {vy,v2} € E to mowimy, ze vy, vy sa koricami krawedzi e, oraz ze wierzcholki vy, vy
sa potgczone. Rzedem wierzchotka vy, deg(vg), nazywamy moc zbioru wszystkich krawedzi,
dla ktorych vy jest koricem, czyli moc zbioru {v € V : {vg,v} € E}.

Jesli G = (V, E) jest grafem rzedu n, V = {vy,vq,...,0,}, to cigg rzedow wierzchot-
kow grafu G definiujemy jako (deg(vy), deg(vs), ..., deg(vy)), przy czym zwykle ustawiamy
te liczby w porzadku nierosnacym.

Ciag wierzchotkow (vg, vy, ...,v,.), r > 0, nazywamy S$ciezkq diugosci r jesli ciag ten jest
roznowartsciowy oraz {v;_1,v;} € Edlai=1,2,... r.

Ciag wierzchotkow (v, v, ..., v.), 7 > 3, nazywamy cyklem dlugoscir jesli ciag (vy, ..., v,)
jest roznowartsciowy, vg = v, oraz {v;_1,v;} € Edlat=1,2 ... r.

Mowimy, ze graf G = (V| E) jest spojny jesli dla kazdych x,y € V istnieje $ciezka
(vo, v1, - .., 0,) taka, ze vg = x, v, = y, czyli Sciezka o poczatku x i koricu y.

Dla grafu spojnego G = (V, E) i dla wierzchotkéw z,y € V definiujemy ich odlegtosé
d(x,y) > 0 jako najmniejsze r takie, ze istnieje $ciezka dtugosci r o poczatku z i koricu y.

Mowimy, ze graf G jest drzewem jesli jest spojny i nie zawiera cykli.

Mowimy, ze graf G = (V, E) jest dwudzielny jesli istnieja podzbiory Vi, Vo, C V' takie,
ze ViUV =V, V1NV, =0 oraz kazda krawedz e € F jest postaci e = {v1,v2} dla pewnych
v1 € V1, vg € Vs

W zadaniach bedziemy zaktadaé, ze G = (V, E) jest grafem skoriczonego rzedu.

1. Sprawd? czy istnieje graf o danym ciagu rzedéw wierzchotkow:
(1,1,0,0), (3,3,3,1), (1,1,1,1), (1,1,1,0), (2,2,1,1), (3,3,3,3),

2,2,2,2,2), (2,...,2), (3,2,....2.1), (3,3,3,3,3), (3,3,3,3,3,3),
( ), ( ), ( ), ( ), ( )

k Tazy k Tazy
3,3,2,2,1,1), (3,3,2), (3,3,2,2), (3,3,2,2,2), (3.3,2,....2).
( ) (3,3,2), ) ( ) ( )
k Tazy
2. Udowodnij, ze jesli graf G = (V, E) ma rzad n to |E| < (3).
3. Udowodnij, ze

S deg(v) = 2- |E|.

4. Udowodnij, ze jesli dla kazdego v € V mamy deg(v) > 2 to G zawiera cykl.

5. Udowodnij, ze jesli graf G = (V, E) rzedu n jest drzewem to |E| =n — 1.

6. Zalozmy, ze graf G = (V, E) jest spojny. Udowodnij, ze wowczas istnieje taki podzbior
Ey C E, ze graf (V, Ey) jest drzewem (drzewo rozpinajgce graf G).

7. Udowodnij, ze jesli graf spojny G = (V, E) jest rzeduni |[E| = n—1 to G jest drzewem.

8. Udowodnij, ze graf G = (V| F) jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy nie zawiera
cyklu dtugodci nieparzyste;j.

9. Udowodnij, ze w grafie istnieja dwa wierzchotki ktére maja ten sam rzad.



10. Udowodnij, ze jesli graf G = (V, E) rzedu n jest spojny to |E| > n — 1.

11*. Udowodnij, ze jesli graf G = (V, E) marzad ni |E| > (";1) to G jest spojny.
Wskazowka: najpierw udowodnij, ze jesli 2 < k <n — 2 to (’2“) + (”gk) < (";1)
12. Udowodnij, ze kazde drzewo jest grafem dwudzielnym.

13. Kostkq d-wymiarowg nazywamy graf postaci G = (V, E), gdzie V := {0,1}¢, a ciagi
X = (21,...,24), Y = (y1,...,94) € {0,1}% tworza krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy r6znia
sie dokladnie na jednym miejscu, czyli gdy |{i : x; # y;}| = 1.

1) Sprawdz, ze dla d = 3 otrzymany graf jest szkieletem szescianu. 2) Ile jest wierzchotkow
iile jest krawedzi w G? 3) Jak wyglada ciag rzedow wierzchotkow w G? 4) Czy G jest
dwudzielny?

Zadania uzupetniajgce do listy 7, nieobowiazkowe
1. Udowodnij, ze jesli 0 < k <n to

— J k 0 jesli k # n.
]:
Jak mozna ,macierzowo” interpretowac ten wzor?

2. Niech S, (z) := Y2, k"2*. Udowodnij, ze S,(z) = zS)_,(z).
3. Udowodnij ze dlan = 0,1,2,... mamy

k=1

(1 —x)ntl”

gdzie E,(x) oznacza n-ty wielomian Eulera.

Wskazowka: skorzystaj z poprzedniego zadania i ze wzoru rekurencyjnego na FE,(x).

4. Sprawdz, ze wielomian Stirlinga drugiego rodzaju @3(¢) ma 3 pierwiastki rzeczywiste,
51 < S§9 < s3=0.
Udowodnij, ze wielomian Q4(x) ma 4 pierwiastki rzeczywiste t1,1o,t3,t4 = 0, przy czym
11 <81 <1ty <S8y <ty <0=s53=1y4.

5. Sprawdz, ze wielomian Eulera E5(t) ma 2 pierwiastki rzeczywiste, s; < so < 0.
Udowodnij, ze wielomian Fy(z) ma 3 pierwiastki rzeczywiste t,to,t3, przy czym t; < s; <
ty < 59 < t3 <.

6*. Udowodnij indukeyjnie, ze @, (x) ma n pierwiastkow rzeczywistych ¢y, ts, ..., t,, przy
czym ty <to <...<t,=0.
7*. Udowodnij indukeyjnie, ze E,(z) ma n — 1 pierwiastkow rzeczywistych t1,to,... ¢, 1,

przy czym t; < to < ... <1, 1 <O.
8. Sprawdz, ze (g) + ('1“) = k2. Korzystajac z wezesniejszych wzoréw wyprowadz wzor na
sume
P+22+...+n

9. Znajdz takie liczby a, b, ¢, ze

) ofs) ) -

Podobnie jak w poprzednim zadaniu wyprowadz wzor na sume

1P+22+... +n



