Kombinatoryka, lista 9

Zaktadamy, ze G = (V, E) jest grafem skonczonym, spéjnym, d(u,v) oznacza odlegtosé
wierzchotkow u, v w G. Jesli {u,v} € F to mowimy, ze wierzchotki u, v sa sgsiednie. Piszemy
wOowcezas u ~ v.

Srednicg grafu G nazywamy maksymalng odlegtosé dwoch wierzchotkow w G-

diam(G) := max{d(u,v) : u,v € V}.

Dla ustalonej krawedzi ey € E symbolem G — ey bedziemy oznaczaé graf (V) E \ {eo}).
Krawedz ey € F bedziemy nazywaé¢ mostem jesli G — eq jest niespdjny.

Dla ustalonego wierzchotka vy € V' symbolem G — vy bedziemy oznaczaé¢ graf (Vg, Ey),
gdzie

Vo .=V \ {w}, Ey:={ec E:vy ¢ e}

Wierzchotek vy € V nazywamy rozcinajgcym jesli grat G — vy jest niespojny.

Wierzchotek vy € V' nazywamy peryferyjnym jesli istnieje vy € V taki, ze d(vy,vy) =
diam(G). Oczywiscie wowcezas wierzchotek vy jest tez peryferyjny.

Petny graf rzedu n, to graf K, := (V, E), gdzie

V| =n, E = {{u,v} :u,v € V,u+#v}.
Petny graf dwudzielny K,,, to graf postaci (V, ), gdzie
V=WV, [Vi|=m, [V =n, E = {{u,v}:uevl,ve‘@}.

Funkcje ¢ : V' — [k] nazywamy kolorowaniem grafu G = (V, E) jedli dla kazdego e =
{z,y} € E mamy c(x) # c(y). Liczbe takich funkcji oznaczamy Pg(k), jest to wielomian
chromatyczny grafu G. Najmniejsza liczbe k dla ktoérej taka funkcja c istnieje nazywamy
liczbg chromatyczng grafu G i oznaczamy x(G).

1. Dany jest graf G = (V, E), |V| =9, |E| = 20. Udowodnij, ze istnieje taki wierzcholek
vo € V, ze deg(vg) > 5.

2. Udowodnij, ze jesli w drzewie jest wierzcholek rzedu d > 2 to drzewo ma co najmniej
d lisci, czyli wierzchotkéw rzedu 1.

3. Dla 2 < k < n podaj przykltad grafu rzedu n, ktéory ma doktadnie k wierzchotkow
peryferyjnych, a wszystkie pozostate sg rozcinajace.

4. Udowodnij, ze wierzchotek peryferyjny nie jest rozcinajacy.
5. Udowodnij, ze krawedz jest mostem wtedy i tylko wtedy gdy nie lezy w zadnym cyklu.

6. Udowodnij, ze w kazdym grafie spéjnym rzedu n > 2 sa co namniej dwa wierzcholki,
ktore nie sa rozcinajace.

7. Naszkicuj drzewo, dla ktorego ciag Priifera jest rowny: (3,5,4,10,3,2,2,5).

8. Ile jest drzew na zbiorze V' = [10], dla ktorych wierzcholek 2 ma rzad 3 a wierzchotek
4 ma rzad 57 Podaj przyktad takiego drzewa.

9. Ile jest takich drzew na zbiorze V' = [10] dla ktorych wierzchotki 7,8, 9,10 sa lisé¢mi?

10. Ile jest drzew na zbiorze V = [n], dla ktorych deg (1) =n — 27



11. Jak wyglada drzewo ktorego ciag Priifera jest réznowartosciowy?

12. Sprawdz, czy dany ciag jest ciagiem rzedoéw wierzchotkow pewnego grafu G. Jesli tak
to naszkicuj przyktadowy graf:

(6,6,5,3,2,2,1,1), (4,3,3,2,1,1,1,1,1,1), (5,4,3,3,3,3,3,2,2), (6,5,4,4,4,3).

Czy G moze by¢ drzewem? Czy G moze by¢ planarny?
13. Graf G = (V, E) nazywamy unicyklicznym jesli |E| = |V|. Opisz rodzine spojnych
graféw unicyklicznych.
14. Znajdz wielomian chromatyczny dla: drzewa rzedu n, grafu pelnego K,,, grafu Kj,.
15. Udowodnij, ze wielomian chromatyczny cyklu C,, jest rowny (k —1)" 4+ (=1)"(k — 1).
16. Dla grafu G = (V, E), gdzie V = {vy,vq,...,v,}, jego Mycielskian M(G) = (V1, Ey)
jest grafem zdefiniowanym nastepujaco zdefiniowany nastepujaco:

V1= A{v1,v9, ..o, Up, Uy, Ugy oo U, WY

By = EU {{v,u;} : {v;,v;} € E} U {{u;,w} :i=1,2,....n}.

a) Zalozmy, ze (di,ds,...,d,) jest ciagiem rzedéw wierzchotkow grafu G. Jak wyglada
ciag rzedow wierzchotkow dla M (G)?
b) Czy prawda jest, ze jesli G jest spojny to M(G) jest spojny?
c) Czy prawda jest, ze jesli G jest niespojny to M(G) jest niespdjny?
d) Udowodnij, ze liczba chromatyczna dla M (G) jest o jeden wieksza niz dla G.
e) Udowodnij, ze jesli w grafie G nie ma trojkatow to rowniez w M (G) nie ma trojkatow.
17. Dla 0 < k < n graf Johnsona J(n, k) zdefiniowany jest nastepujaco: wierzchotkami sa
wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru [n], czyli V' := Pi([n]), a para { A, B} jest krawedzia
wtedy i tylko wtedy, gdy |AN B| =k — 1.
a) Naszkicuj J(4,1), J(4,2). Jak wyglada graf J(n,1)?
b) Jaki jest rzad grafu J(n k)?
c) Czy J(n, k) jest zawsze spojny?
d) Udowodnij, ze grafy J(n,k) i J(n,n — k) sa izomorficzne.
e) Jaki jest rzad Wlerzcholka w J(n, k)?
f) Jaka jest srednica J(n,k)?

18*. O grafie G = (V, F) zakladamy, ze |V| = 99 oraz
e kazde dwa sasiadujace wierzchotki maja doktadnie jednego wspolnego sasiada,
e kazde dwa niesgsiadujace wierzchotki maja doktadnie dwoch wspolnych sasiadow.

Udowodnij, ze kazdy wierzchotek w G ma rzad parzysty.
Zaktadajac, ze wszystkie wierzchotki majg taki sam rzad d, oblicz d.

Istnienie takiego grafu jest otwartym problemem, postawionym oficjalnie w 2014 roku przez
Johna Hortona Conway’a, ktory za jego rozwiazanie ufundowal nagrode wysokosci 1000$
(,Conway’s 99-graph problem”).



